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Vorrede. 


Ein physikalisches Problem bezweckt entweder die Erklärung 
einer Beobachtung oder die Vorausbestimmung von Erscheinun- 
gen, die aus der Zusammenwirkung gegebener Umstände ent- 
stehen müssen, oder die Entdeckung der Gesetze, die eine Er- 
scheinung bedingen, oder die Berechnung oder Construction einer 
oder mehrerer Grössen, welche in einem Experiment auftreten 
oder endlich die Erfindung einer Experimentir-Methode. 

Die Erklärung von Thatsachen muss immer auf un- 
bestrittenen Principien beruhen. Indessen kann man sie biswei- 
len nur auf mehr oder weniger zulässige Hypothesen gründen 
was in der Unvollkommenheit der Wissenschaft liegt. Diese Hy- 
pothesen sollen aber wenigstens allgemein angenommen und die 
weiteren Ausführungen sollen aus ihnen durch strenge Schlüsse 
oder Rechnungen hergeleitet sein. 

Um vorherzusehen was sich unter bestimmten 
Umständen ereignen wird, ist es nöthig die Eigenschaften 
der Körper und derAgentien zu kennen, welche als gegenwärtig 
gesetzt sind, jeden der gleichzeitig wirksamen Einflüsse zu taxi- 
ren und sich für analoge Fälle auf schon beobachtetete That- 
sachen zu stützen. 

Gesetze, die ein Phänomen beherrschen, ent- 
decken, heisst eine feste Beziehung zwischen den Ursachen 
und Wirkungen finden. Wenn diese Gesetze sich auf Zahlen 
bringen lassen, so zieht man durch Rechnung verschiedene Fol- 
gerungen, welche durch ihre Uebereinstimmung mit der Beobach- 
tung zur Bewahrheitung der Gesetze dienen. 

Man ermittelt oder bestimmt eine verlangte 
G r ö 8 s e , indem man von physicalischen Gesetzen ausgeht, deren 
zweckmässige Anwendnng auf gewisse Beziehungen des Masses 
oder der Lage zwischen dem Gegebenen und dem Unbekannten 
führt. Sobald diese Relationen hingestellt sind, ist die Frage der 
Physik auf eine für die Mathematik gebracht. 
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Die Erfindung einer Experimentir-Methode er- 
fordert bald eine neue Anwendung schon bekannter Instrumente, 
bald die Zusammensetzung neuer Apparate. Die Probleme die- 
ser Gattung sind schwer zu lösen. Allein das mit Nachdenken 
verfolgte Experimentiren befruchtet den Geist, und giebt ihm für 
die beabsichtigten Untersuchungen geeignete Ideen an die Hand. 
Es genügt oft, auf eine Parthie der Physik .ein Verfahren anzu- 
wenden, das man an einer anderen Parthie hat anwenden sehen, 
wenn man es nur für den erweiterten Gebrauch zweckdienlich 
abändert. Die zahlreichen Methoden, die die Experimentirkunst 
heuer besitzt, sind ebensoviel Hilfsquellen, welche man mit Ge- 
schick lenken und leiten muss. Man kann sogar sagen , dass 
hierin, wie in vielen anderen Dingen, die meisten Erfindungen 
unserer Tage nichts, als geschickt verkleidete Nachahmungen 
sind. 

Die Lösung physikalischer Probleme dürfte wohl nicht allge- 
meinen Kegeln unterworfen werden können. Der in jedem be- 
sonderen Falle einzuschlagende Weg ändert sich mit der Natur 
der Frage. Nur eine lange Uebung macht sich mit dieser Art 
von Untersuchungen vertraut. So verlangt das eine nur arithmeti- 
sche Begriffe, das andere stützt sich auf die Algebra, ein drittes 
auf die Geometrie u. s. w. Wir werden im ersten Theile aus 
jeder dieser Klassen Beispiele wählen, welche uns als die neue- 
sten und instructivsten erscheinen. 

Es giebt freilich Fragen, wo das Raisonnement seinen Theil 
hat, und die Rechnung auch den ihrigen; es giebt andere, wo 
sich Geometrie und Algebra mischen, und sich wechselseitig Hülfe 
leisten ; woraus folgt , dass die Grenzlinien , die wir eben ziehen 
wollten , zuweilen sich verwischen. Indem wir aber in dem er- 
sten Theil dieser Sammlung diese Theilung annehmen, finden 
wir den Vortheil einerseits, die Schwierigkeiten passend zu stei- 
gern, und andererseits, alle Lösungsarten nach einander vorzufüh- 
ren, deren die Probleme fähig sind. Was die Probleme, die wir 
im zweiten Theile des Werkes vorlegen werden, betrifft, so wer- 
den wir sie nach den physikalischen Theorien, in die sie gehören, 
ordnen. 
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Erster Theil. 

Probleme nach den Methoden der Lösung geordnet. 


Erstes Capitel. 

Beispiele von pbysicalischen Problemen, die sich ohne Hülfe der Mathe- 
matik lösen lassen. 

1. Näherungs-weise die Dichtigkeit eines Körpers A zu bestim- 
men, ohne Gewicht oder Wage anzuwenden, wenn man 
weise, dass diese Dichtigkeit zwischen der des reinen Alko- 
hols 0,792 und der der conc. Schwefelsäure 1,84 enthalten 
ist. Es wird vorausgesetzt, dass die Berührung des Körpers 
mit diesen Flüssigkeiten den Körper A nicht verändert. 

Wenn die Dichtigkeit des Körpers A grösser ist, als die 
des Wassers, so kann man durch Probiren eine Mischung von 
Wasser und Schwefelsäure herstellen, in welcher der Körper A 
schwimmen kann, indem er ganz unmerklich aus der Oberfläche 
ragt. Die Dichtigkeit von A wird sehr genau gleich der dieser 
Mischung sein. Denn, wenu ein Körper in der Flüssigkeit schwe- 
bend schwimmt, ist sein Gewicht gleich dem Gewicht der von 
ihm verdrängten Flüssigkeit ; und wenn der Körper fast ganz 
sich eintaucht, muss seine Dichtigkeit um ein ganz Geringes klei- 
ner sein, als die der Flüssigkeit. Das Problem ist also auf die 
Bestimmung dieser letzten Dichtigkeit zurückgeführt , was nur 
die Anwendung eines Aräometers mit constantem Gewicht erfor- 
dert , dessen Graduirung unmittelbar die Dichtigkeiten anzeigt. 


1) So gradncirtc Ardometer sind von Gay-Lussac nnlcr dem Namen von 
Densimetern angegeben. 

Dary , neue phyt, Probleme, 
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Wenn der Körper A weniger dicht ist, als Wasser, so kann 
man leicht Alkohol mit Wasser so mischen, dass die Flüssigkeit 
mit dem Körper A nahehin gleiche Dichtigkeit hat; sodann kann 
man sich ebenso, wie im vorigen Falle, des Aräometers be- 
dienen. 

Wir wollen als Beispiel anführen: Die mittlere Dichtigkeit 
einer Glasflasche zu ermitteln, die mit Schmirgel verschlossen 
ist, und Luft mit einem festen Körper oder einer Flüssigkeit 
einschliesst. 

Wenn der Körper A von Schwefelsäure angegriffen wird, und 
die Dichtigkeit von A zwischen 1,5 und 1 enthalten ist, kann 
man dieser Säuremischung eine mehr oder minder coucentrirte 
Salz-Soole substituiren. So würde man die mittlere Dichtigkeit 
eines Eis mit Hülfe einer verdünnten Seesalz-Lösung erhalten. 

2. Zu zeigen, ohne Hülfe einer Druckluftpumpe, dass Kälte 
im Innern eines Recipienten sich erzeugt, aus welchem 
durch eine kleine Oeflnung ein Gemisch elastischer Flüssig- 
keiten fliesst, deren Spannung grösser ist, als die der At- 
mosphäre. (Fig. 1.) 

Der Recipient, den man anwendet, ist eine grosse Flasche 
mit 2 Tubulirungen, die durch eine seitliche Oeflnung von unge- 
fähr V" DM. durchbohrt ist. Nachdem man diese Oeflnung mit 
einem Korkpfropfen verschlossen hat, giebt man der einen Tubu- 
lirung einen Pfropfen, durch den eine lange Glasröhre geht, die 
oben offen ist, unten mit einer Kugel endet und einen kleinen 
Cylinder gefärbter Flüssigkeit enthält; darauf schlierst man die 
andere Tubulirung mit einem durchbohrten Kork , in den mit 
einer Schraube die Röhre eines Kapselhahns geht, d. h. eines 
Hahns, dessen Schlüssel bloss ausgehöhlt ist. Indem die Flasche 
so hermetisch verschlossen ist, lässt man durch das Spiel des 
Hahns mehrere Tropfen von Schwefeläther hineinfallen. Man be- 
merkt alsbald, dass das Luftthermometer in dem Masse sinkt, 
als die eingetröpfelte Flüssigkeit verdunstet. Wenn man glaubt 
zum Ende der Sättigung gelangt zu sein, wartet man ab, bis der 
gefärbte Index seine anfängliche Stelle eingenommen hat. Den- 
ken wir uns, dass dies eingetreten. Wenn die Temperatur der 
umgebenden Luft 18 — 20° beträgt, wird die Mischung von Luft 
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nnd Aether ungefähr eine Spannung von 1 £ Atmosph. haben. 
Oe fine t man nun schnell die Seitenöffnung, so zeigt ein Zischen 
das gemeinsame Ausströmen von Luft und Dampf, und man sieht 
den Index schnell fallen. Man würde diese Wirkung noch sehr 
verstärken, wenn man mit Hülfe jenes Hahns Tropfen von meh- 
reren sehr flüchtigen Flüssigkeiten in die Flasche brächte, deren 
Dämpfe keine chemische Wirkung auf einander ausübten. 

3. Wenn man in einem Recipienten feuchte Luft durch eine 
grosse Zahl von Pumpenstössen comprimirt hat, und man 
öffnet schnell einen Hahn, der die Luft heraus lässt, so ent- 
weicht die Luft mit einem Zischen, das nach und nach 
schwächer wird. Wenn man kein Geräusch mehr hört, 
schliesse man den Hahn; wenn man ihn dann nach einer 
halben Stunde oder später wieder öffnet, so hört man von 
Neuem die Luft mit einem sehr merklichen Zischen heraus- 
strömen. Die nämliche Erscheinung kann sich nach Ver- 
lauf einer folgenden halben Stunde noch einmal zeigen, aber 
schwächer, u. s. w. Man erkläre diese Erscheinung! 

Das Phänomen, um das es sich handelt, ist eine Folge der 
Kälte, die sich durch die Ausdehnung der Gase erzeugt. Die 
comprimirte Luft im Recipienten strömt zuvörderst in Folge des 
Ueberscbusses seiner Elasticität über den Atmosphärendruck aus. 
In dem Masse, als sie ausströmt, vermindert sich die Elasticität 
der zurückbleibenden Luft, mit ihrer Dichtigkeit, aber schneller 
als sie, wegen der Erniedrigung der Temperatur, welche aus der 
Ausdehnung des Gases hervorgeht. Das Ausströmen des Gases 
hört auf und desshalb auch das Zischen, wenn seine Elasticität 
bis zum Druck der Atmosphäre abgenommen hat. Aber dann 
ist die Dichtigkeit der innern Luft noch viel grösser als die der 
umgebenden. Wenn man also den Hahn schliesst, wird die Luft 
des Recipienten bald durch die umgebenden Körper wieder er- 
wärmt, und nimmt den seiner Dichtigkeit entsprechenden Ueber- 
schuss an Elasticität wieder an. Ausserdem nimmt der Wasser- 
dampf, der anfangs mit dem Gase gemengt war, und welcher 
durch die Abkühlung in Tropfen, ja in Eis verwandelt war, sei- 
nen Lnftzustand mit seiner anfänglichen Temperatur wieder an, 
und fügt seine Elasticität zu der des Gases. Es folgt daraus, 
dass, wenn man den Hahn wieder öffnet, nachdem das Gleich- 

i* 
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gewicht der Temperatur hergestellt ist, ein neues Ausfliessen statt- 
findet, und sich ein Zischen vernehmen lässt. Bei dem zweiten 
Ausfliessen, wie beim ersten, sinkt die Temperatur und die Ab- 
nahme der innern Elasticität geht schneller vor sich, als die der 
Dichtigkeit, so dass das Gas, wenn es aufgehört hat auszuströmen, 
eine grössere Dichtigkeit hat, als die äussere Luft. Wenn man 
daher den Hahn wieder schliesst und dem Gase und dem Was- 
Berdampf Zeit lässt, sich wieder zu erwärmen, wird man dieselben 
Erscheinungen hervorbringen. Man kann diesen Versuch mehrere 
Male wiederholen , aber die Wirkungen werden nach und nach 
schwächer, da man bei jedem Ausfluss der Luft eine geringere 
Luftverdünnung und eine geringere Abkühlung erhält. 

Um sich von der Wahrheit dieser Erklärung zu überzeugen, 
reicht es hin, ein Manometer dem Recipionteu anzupassen und 
die Veränderungen der Quecksilbersäule zu beobachten, die die 
Elasticität des inneren Gases misst. 

4. Die Spannung eines Wasserdampfs, der mit Luft gemengt 
ist, zu messen, durch Anwendung einer Woolfschen Flasche, 
einer graden an Leiden Enden offnen Röhre, von Quecksil- 
ber, Korken und eines Kapselhahns. 

Darauf vergleiche man die Spannungen dieses Dampfes 
im Vacuum und in der Luft bei derselben Temperatur, in- 
dem man diese beiden Spannungen einander gegcnüberstellt. 
Für dies Experiment füge man zu den vorigen gegebnen 
Stücken noch ein Barometerrohr hinzu. 

Ich nehme eine Woolfsclie Flasche, und giesse eine geringe 
Schicht Quecksilber hinein ')• Ich tauche dahinein das Ende 
einer graden ctw r as weiten, an beiden Enden offnen Glasröhre, 
und ich befestige dieses Rohr durch einen Korkpfropfen in der 
einen Tubulirung der Flasche, so dass es vertical steht. Ich 
schliesse die andere Tubulirung mit einem durchbohrten Kork- 


1) Die folgende Conslruction ist sclir einraeli, und ich meine sic den Leh- 
rern an gehe n zu müssen, welche di^ sinnreichen Apparat von Gay-Lussac nicht be- 
sitzen, um die Spannung eines mit einem Gase gemengten Dampfes zu messen. 
Es handelt sich hier um eine Aendcning au diesem Apparat nur im Interesse der 
Geldersparniss, nicht der Wissenschaft, 
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pfropfen, in welchen das Rohr eines Kapselhahns eingeschro- 
ben ist. 

Ich bezeichne hierauf an dem Gelass das Niveau des Queck- 
silbers *) , nachdem ich , noch nötkigenfalls mit Hülfe einer lan- 
gen Pipette aus dem Rohr eiu wenig Quecksilber herausgezogen 
habe, um dort dasselbe Niveau herzustellen als in der Flasche. 

Dann giesse ich in den kleinen Trichter, der über dem Kap- 
selhahu ist, eine flüchtige Flüssigkeit, z. B. Schwefel-Aether, und 
drehe mehrere Male den Schlüssel, um in das Gefass allmälig 
mehrere Tropfen desselben fallen zu lassen s ). Ich höre auf» 
wenn das Quecksilber im Tubus aufhört zu steigen, und wenn 
zugleich ein wenig Aether auf der Quecksilberfläche in dem Ge- 
lass sich zeigt. Endlich nachdem ich das Gleichgewicht der 
Temperatur abgewartet habe, giesse ich langsam Quecksilber durch 
das grade Rohr, bis die Flüssigkeit in der Flasche zum vorher- 
bezeichneten Niveau wieder gestiegen ist. Nachdem so die in- 
nere Luft ihr voriges Volumen wieder eingenommen hat, ist klar, 
dass der gegenwärtige Unterschied des Niveaus im Rohr und des 
in der Flasche die Spannung des mit Luft gemengten Dampfes 
misst. Diese Spannung kann ich dann leicht mit der desselben 
Dampfes im Vacuum bei derselben Temperatur vergleichen. 

Diese Vergleichung wird noch überraschender, wenn man 
diese beiden Spannungen einander gegenübersetzt. 

Dazu bediene ich mich einer dreifach -tubulirten Flasche. 
Nachdem ich sie auf ein breites Gefäss mit ebnem Grunde von 
Glas oder Porcellan gestellt habe, fülle ich sie vollständig bis an 
die obern Ränder der drei Hälsen mit Quecksilber. Ich fülle fast 
ganz mit dem nämlichen Fluidum eine lange grade am Ende ge- 
schlossne Röhre, indem ich alle üblichen Vorsichtsmassregeln zur 
Construction eines Barometers anwende. Ich richte einen Kork- 
pfropfen so zu, dass das Rohr gedrängt durchgeht und oinen der 
drei Hälse genau verschliessen kann. Ich fülle hierauf dasselbe 


1) Man könnte' dies Niveau auch, wie an dem Barometer von Fortin mit 
Hülfe eines verticalen Stabes von Elfenbein oder Stahl bezeichnen, dessen ausserste 
Spitze die Oberfläche des Quecksilbers soeben berührt. Dieser Mab könnte am 
Pfropfen einer 3tcu Tiibnlirung befestigt werden, oder ganz einfach an dem Pfropfen, 
durch den schon das Glasrohr geht. 

2) Wenn der Kapselhahn gut gearbeitet ist, so gestattet er elastischen Flüssig- 
keiten keinen Ausweg, selbst Aetherdampf nicht. 


Digitized by Google 



6 


Rohr mit Aether voll, verschliease es dann mit einem Finger 
oder einem kleinen Zuhalter, kehre es um und tauche sein un- 
teres Ende in das Quecksilber, welches den einen der drei Hälse 
erfüllt (und für welchen der Pfropfen passt). Drauf nehme ich 
den Finger oder Zuhalter weg und nachdem ich das Rohr bis 
auf den Boden der Flasche hinabgeschoben habe , entferne ich 
den grössten Theil des Quecksilbers mit einem Heber, den ich 
durch Biegen des Gefässes angehen lasse. Nachdem ich noch 
den Pfropfen, der an der Röhre herabgleiten kann, in den Hals 
gepresst habe, durch den das Rohr geht, habe ich ein Dampfba- 
rometer, dem die Woolfsche Flasche als Untergef&ss dient. 

Ich schliesso hierauf die beiden andern Hälse, wie oben, den 
einen mit dem Pfropfen, der das grade Rohr des vorigen Appa- 
rates befestigt, den andern mit dem Kapselhahn, und stelle noch 
die Gleichheit des Quecksilber - Niveaus im Rohr und in der 
Flasche her. 

Wenn sorgfältig das Niveau im Barometer und in der 
Flasche markirt ist, bringe ich die Aethertropfen ein, tind man 
sieht das Quecksilber in beiden verticalen Röhren steigen. Wenn 
es stationär geworden, was man daran sieht , dass der Aether auf- 
gehört hat sich zu verflüchtigen und sein Dampf im Vacuum sich 
zu condensiren, giesse ich nach und nach in das offne Rohr soviel 
Quecksilber, bis es in der Flasche sein früheres Niveau wieder 
eingenommen hat. Wenn Gleichheit der Spannung zwischen dem 
Aetherdampf in der Luft und im Vacuum statt hat, so heben sich 
diese beiden Kräfte auf, und das Dampfbarometer bei diesem 
Experiment muss eben so hoch stehen, als ein gemeines Barome- 
ter; und dies zeigt die Beobachtung. 

Was die directe Messung der Spannung des Dampfes in der 
Luft anlangt, so ist sie mir durch den Niveau-Unterschied im 
Gefäss und im offnen Rohr gegeben; eben so gut als die Span- 
nung im Vacuum vor der Einführung von Aethertropfen durch 
den Ueberschuss der Höhe der gemeinen Quecksilbersäule über 
die der Quecksilbersäule, die oben Aetherdampf hat, bekannt 
war. 

Es ist fast überflüssig, hinzuzufügen, dass, wenn der Dampf 
im Vacuum eine grössere oder geringere Spannung gehabt hätte, 
als der in der Luft, (was nicht der Fall ist) der Ueberschuss der 
einen Spannung über die andre genau durch den Unterschied der 
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Höhen eines gemeinen und dieses Dampfbarometers würde gemes- 
sen worden sein. 

5. Durch Versuche ein Strohhalm - Electrometer E so zugra- 

duiren, dass die auf einer Seite des Glasgehäuses gemachten 

Theilungen Ladungen der Electricität im V erhältniss 1 , 

A • • • entsprechen. 

Nehmen wir an, wir haben 2 gleiche Metallkugeln Am. B, 
gleich isolirt, und einen Conductor C, z. B. einen Metall * Cylin- 
der, der auf einem Glasfuss ruht und mit einem Quadranten-Elec- 
trometer versehen ist. 

Man habe auch auf eine der Seiten des Glasgehäuses, die 
der Ebne der Strohhalme parallel sind, vorher einen Kreisbogen 
gezeichnet und getheilt, dessen Mittelpunct die Projection dos 
Aufhängepunctes dieser Strohhalme und dessen Radius gleich 
ihrer Länge ist. 

Man electrisire nun den Cylinder C ; dadurch steigt sein be- 
weglicher Stab (am Electrometer) und man kann warten, bis die- 
ser Stab allmälig mit der Verticale einen bestimmten Winkel 
macht: es sei dieser Winkel gleich 30°. In diesem Augenblick 
berühre man C mit der Kugel A , die man ehensogleich mit der 
metallischen Einfassung des Electrometers E in Berührung bringt ; 
die Halme gehen auseinander; und man notirt die Puncte der 
Cirkeltheilung, welche diesem ersten Auseinandertreten ent- 
sprechen. 

Nachdem man die Kugel A und das Electrometer E in den 
natürlichen Zustand zurückversetzt, electrisire man C von Neuem, 
bis sein Pendel auf 30° zeigt; man berühre dann 1) C mit A; 
2) A mit ß; 3) E mit A, und die Strohhalme werden sich weni- 
ger als das erste Mal auseinander thun ; man beobachte den Bo- 
gen, der dieses zweite Auseinandertreten misst. 

Nachdem man die drei Körper A, ß, C entelectrisirt, electrisire 
man wiederum C, bis das Electrometer den Winkel 30° zeigt; 
man berühre C mit A, dann zweimal A mit ß, indem man nach der 
ersten Berührung fl abgeleitet hatte ; dann lasse man sofort sich 
E und A berühren, und man wird das dritte Ausweichen der 
Strohhalme in Graden angeben können. 

Man setze die Anwendung dieser Methode fort, indem man 
A mit ß 3, 4, 5 ... n mal berührt, und nur nicht unterlässt, B 
nach jeder Berührung zu entladen. 
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Man muss in einer sehr trocknen Luft und mit einer grossen 
Geschwindigkeit operiren. 

Die Electricitäts-Ladungen , die durch diese succesiven Aus- 
weichungen der Strohhalme bezeichnet sind, verhalten sich wie 
1 : J Denn in allen Versuchen ist die Menge 

der freien Electricität von C constant; die Kugel A entnimmt 
von ihm immer denselben Bruchtheil dieser Electricität; dieser 
Theil ist ersichtlich auf die Hälfte, ^ . . . durch die Berüh- 
rungen von A durch B gebracht. Welches endlich auch die freie 
Electricität von A sei, sie theilt sich immer in dem nämlichen 
Verhältniss zwischen dieser Kugel und dem Electrometer E. Dies 
empfangt also Electricitäts-Ladungen, die ebenso durch 1, -J, 

4 . . • dargestellt werden können. Das aber war unser Zweck '). 

6. Wenn ein Stab von gehärtetem Stahl und eine beliebige 
Anzahl von magnetischen Stäben gegeben sind, an bestimm- 
ten Puncfen dieses Stabes alternative Pole von möglichst 
grosser Kraft hervorzubringen 2 ). (Fig. 2.) 

Es sei MN ein Magnetstab, welcher die Folgepuncte P, 
Q, R hat. Man kann ihn als durch Vereinigung mehrerer Mag- 
nete MP, PQ, QR, RN gebildet betrachten, die mit ihren gleich- 
namigen Polen aneinander gesell weiset sind, so dass, wenn man 
in P einen doppelten Nordpol BB‘ hat, man in Q einen doppel- 
ten Südpol A'A" hat und so fort 3 ). Wenn man den Stab MN 
in einem der Puncte P, Q, R ... z. B. in P durchschnitte, so 
würden sich die beiden Pole trennen, würden aber immer gleich- 
namig sein ; während, wenn die Trennung in dem Stabe in einem 


1) Dies Verfahren ist eine Abänderung von dem , das in dem „Traitc de 
physique von Lame (II. 2ter Theil, S. 72) milgetheilt ist, und welches auf die An- 
wendung zweier ganz gleicher F.leclromctcr gegründet ist. Man wird jedoch bemer- 
ken, dass in der Praxis eine völlige Gleichheit zweier Strohhalm - Electrometer 
schwieriger zu erlangen sein dürfte, als eine Gleichheit zweier Metallkugeln. 

2) Es handelt sich hier darum, diese Frage ohne Anwendung eleclrischer Ströme 
zu lösen d. h. ohne Anwendung abwechselnd rechts und links gewundner, me- 
tallischer Spiralen, die mit den Polen einer starken electrischen Batterie in Verbin- 
dung stehen. 

S) Es gebt daraus hervor , dass die Curve der magnetischen Intensitäten für 
den Stab MN Umkebrpuuclc haben würde, die den Folgepunclcn P, 0, R entspre- 
würden. 
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anderen Puncte 0 erfolgte, auf den beiden Bruchenden entgegen- 
gesetzte Pole entstehen würden. 

Nehmen wir nun an, dass 3/iV nicht magnetisirt sei, und dass 
man Doppelpole an den Puncten P, Q, fl . . erhalten wolle. Alles 
kommt darauf an die Theile MP, PQ, QR, fl.V besonders zu mag- 
netisiren, wie wenn jeder von ihnen für sich wäre. Man befestige 
zuerst unter dem Stabe, auf seiner Längsrichtung senkrecht, so 
viel Magnetstäbe, als man Pole haben will, so dass M auf ei- 
nem Nordpol ruhe, P auf einem Südpol, Q auf einem Nordpol 
u. s.w. Man setze darauf auf die Mitte von MP die Enden ß und 
a von zwei Magnetstäben auf, die im entgegengesetzten Sinne 
gegen MP geneigt sind - und man bewege sie mit sich selbst 
parallel den einen gegeu M, den andern gegen P. Man muss 
diesen Strich mehrere Male wiederholen. Jeder dieser u beweg- 
lichen Magnete muss den Stab mit dem nämlichen Pole be- 
rühren, als der feste Magnet, gegen den er sich bewegt. Diese 
Methode der Magnetisirung ist bekanntlich die von Duhamel. 

Man wende dieselbe Methode nach und nach auf die an- 
deren Theile PQ, QR, RN an. Wenn man PQ magnetisirt, muss 
man dafür sorgen, dass gegen P der bewegliche Pol a sich be- 
wegt, der während der Magnetisirung von MP gegen denselben 
Punct P strich. Man gebrauche dieselbe Vorsicht, wenn man 
die Theile QR und RN streicht. Endlich wende man MN auf 
die andere Seite und gebe jeder der Abtheilungen auf dieser Seite 
dieselbe Zahl von Strichen, als der vorigen. 

Es ist klar, dass man die Stärke der partiellen Magnete MP, 

PQ... vermehrt, wenn man statt der genannten Magnetstäbe mag- 
netische Magazine anwendet. 

Zwei Stäbe MN und mn (Fig. 3.) von derselben Länge können 
vielfache Magnetisirung zugleich erhalten. Mari lege sie unter 
sich parallel an die festen Magnete, welche mit diesen Stäben 
die in der Figur ersichtlichen rechten Winkel bilden. Es ist 
für die Erhaltung der vielpoligen Magnete MN und mn gut, wenn 
man nach Beendigung der Operation diese Anordnung bleibend 
macht. Stäbe von weichem Eisen können für diesen Zweck die 
Hülfsmagnete Mm, Pp, Qq ... ersetzen. In Ermangelung von 
Bindestäben Mm, Pp, Qq .... ist es gut, MN auf mn zu legen, 
während man mit ihnen nicht experimentirt, weil die Pole A und 
b, lib' und au' u. s. w. sichj durch ihre gegenseitige Anziehung 
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erhalten. Wenn übrigens der Stahl hinlänglich gehärtet ist, ist 
diese Aufeinanderlage nicht nöthig, und jeder Stab behält seinen 
magnetischen Zustand ungeachtet seiner Vereinzelung *). 

7. Eine Guitarre ohne Gebrauch des Ohres zu stimmen. 

Das Verfahren, dessen ich mich bediene, eine Guitarre zu stim- 
men 1 ), ist darauf gegründet, dass die Mittheilung der Vibrationen sich 
durch alle elastischen Körper bewerkstelligt, und dass sie die mög- 
lichst wirksamste für solche dem erschütterten Körper benachbarte 
Körper ist, welche im Einklang mit diesem gestimmt sind. Wenn 
nun zwei neben einander gespannte Saiten Spannungen und Längen 


1) Es scheint mir nicht, als habe man sich viel mit der Anfertigung von Mag- 
neten mit kräftigen bestimmten Folgepunclcn abgegeben. Bevor Araqo Pole dieser 
Art durch galvanische Strom - Spiralen mit entgegenlanfenden Windungen erhalten 
hatte, suchte man die Folgepuncte eher zu vermeiden, als hervorznmfen und man 
betrachtete ihr Vorhandensein als einen zufälligen Fcbelstand. Indess ermangelt 
das Studium der vielpoligcn Magnete nicht des Nutzens, und ihr magnetischer Zu- 
stand, ist, weil er einfacher als der von den zweipoligen ist, nicht weniger regel- 
mässig und dauerhaft. Im Jahre 1828 habe ich Magnete mit 3, 4 und 5 gleich 
weit abstehenden Polen gefertigt, und zwar aus 8 — 15" langen Stöcken von Rap- 
pierklingen, und seit der Zeit haben sich Kraft und Vertheihmg des freien Magne- 
tismus in diesen Staben sehr wenig geändert. Jeder ihrer Pole trägt Zimmarschlnsse 
oder starke Nägel. Die Zwischenpole sind stärker, als die Endpole, wie cs die 
Theorie verlangt. Wenn man einen dieser Stäbe in Eisenfeile taucht, so nehmen 
die Büschel, welche die Vereinigung der Metallstückchen um jeden Zwischenpol bil- 
den, regelmässig rechts und links von diesem Pnncte ab. 

Unter den Anwendungen, die man von Magneten mit Folgepunclen machen 
kann, muss man die Spolige asiatische Nadel erwähnen ; sei sie eine rautenför- 
mige Nadel , mit Achalhütchen auf einer Spitze schwingend , oder eine lange cjrlin- 
drische Stricknadel, an einem Seidenfaden durch einen Papierhflgel anfgehängt. 

Man magnetisirt diese Nadel sn, dass seine Endpole gleichnamig und von Tast glei- 
cher Stärke sind , und dass sein Zwischenpol beinahe in die Mitte fällt. Die Ein- 
wirkung der Erde auf eine solche Nadel ist sehr schwach. Ich habe oft gefunden-, 
dass diese 3polige Nadel ein ebenso bequemer als empfindlicher Eiscnsuchcr ist. 

2) Die Guitarre, die der Stimme eine angenehme Begleitung bietet, muss auch 
als ein physicalisches Instrument betrachtet werden. Ein Physiker, der sich auf 
das theoretische Sludinm der Musik beschränkt hat , und der weder seine Finger 
noch sein Ohr geübt hat, kann die Guitarre mit Erfolg gebrauchen, um seinen 
Schülern den musikalischen Theil der Akustik zu entwickeln. Dieses Instrument, das 
transportabler, weniger kostspielig und viel klangreicher als das Monochord oder der 
Tonmesscr ist, wird ihnen eine einfache und sinnreiche Anwendung der Theorie der 
schwingenden Saiten bieten. Wenn der Professor nur einen Blick auf die ersten 
Seiten einer Guitarreschule wirft, wird er bald aus ihren Setten Beispiele von Con- 
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haben, die unter einander Einklang zu bilden im Stande sind, 
und man in der einen tönende Schwingungen erregt, so pflanzen 
sich diese Schwingungen kräftig auf die andere über, und man 
kann (nach Sauveur) diese Uebertragung dem Auge sichtbar ma- 
chen, wenn man zuvor auf die anfangs unbewegte Saite einen 
kleinen Papiersparren legt, d. h. einen geraden einmal gefalte- 
ten Streifen Papier, der auf der Saite reitet. Sobald diese Saite 
die andere vernimmt, bewegt sich der Sparren und fällt ab. Wenn 
die beiden Saiten nicht genau in Einklang gespannt wären, würde 
die Bewegung des Papiers schwach oder Null sein, wenigstens 
wenn der Ton der einen nicht einer der harmonischen Töne der 
andern gewesen wäre *). Von diesen bekannten Experimenten 
aus ist es leicht die Guitarre zu stimmen. 

Man weiss , dass dies Instrument mit 6 Saiten versehen ist, 
welche die Namen der Töne führen, die sie unmittelbar angeben : 
e, h, g, d, A, E. Nehmen wir an, dass man sich als ersten einen 


sonanzen, vollständigen, grossem und kleineren Accorden etc. hernehmen. Da aber 
die Guitarre oft durch Temperalnrverändcruugen und Feuchtigkeit verstimmt wird, 
muss er sich hier seihst zu helfen wissen. Die Methoden weisen ihn darauf an, 
das Instrument durch Quarten, Terzen, oder durch Einklang und Octaven, oder 
bloss durch Einklänge zu stimmen. Dies letzte Mittel ist am leichtesten anszufüb- 
ren, weil es am wenigsten Gehör erfordert, fndess ist ein Verfahren, welches nur 
die Hülfe des Gesichts in Anspruch nimmt, noch sicherer und leichter. Denn viele 
Leute bilden sieb eiu, Einklang zu haben, wenn er nur auf V« Ton stimmt, oder 
erkennen ihn nicht, wenn er in aller Genauigkeit vorhanden ist, aber von einem 
Unterschied im Klang oder in der Starke in den znsammenstimmenden Tönen be- 
gleitet ist. Oder bei Saiteninstrumenten geben die Saiten, die frei schwingen, d. h. 
in ihrer ganzen Lange, ein wenig stärkere und klangreichere Töne, als die, 
welche durch Fingeraufsetzen verkürzt sind. Daraus ergiebt sich ein kleiner Unter- 
schied in der Starke und in dem Klange, der ein ungeübtes Ohr täuschen kann. 

J)iese Betrachtungen hsben mich bestimmt, hier das rein auf das Sehen gegründete 
Verfahren zu entwickeln, das ich schon in dem Journal de l’Inslitnl, Nr. 100, d. 20. 

Mai 1885, milgetheilt habe. 

1) Man erkennt noch den Einklang 1) an dem gänzlichen Mangel an Stössen, 

2) daran, dass der Ton der durch Mittheilung schwingende» Saite, wenn man die 
angeschlagene Saite schnell dämpft, die schwäche unmittelbare Fortsetzung der er- 
sten zu sein scheint, 3) daran, dass man eine scheinbare Verbreiterung der erregten 
Saite wahrnimmt. Aber diese Kennzeichen können hier nnr acressorisch sein, weil 
die beiden ersten, die nicht immer rein ausgesprochen sind, die Anwendung des 
Gehörs verlangen, und das Letzte nur für die drei besponuenen Saiten der Guitarre 
genügend merklich ist. 
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der Töne giebt, z. B. g, 6. h. den Ton, den die dritte Saite ge- 
ben soll. Damit die zweite Saite den verlangten Ton h gebe, 
muss sie in Einklang mit der dritten tönen, wenn der auf den 
vierten Griff auf die letzte Saite gesetzte Finger den Ton g in h 
verwandelt. Mau setze den Finger auf diesen Griff, nehme den 
Resonanzboden horizontal, entweder auf einen Tisch oder zwischen 
die Knie und setze einen Papiersattel auf die dritte Saite über 
das Schallloch. Dann schlage man die zweite Saite an, hinläng- 
lich sanft, damit das Instrument keine Erschütterung erhält. Wenn 
die angeschlagene Saite ein gutes h angiebt, bewegt sich der 
Papiersattel lebhaft und fällt in den Kasten. Umgekehrt, wenn 
das Papier tanzt und fallt, kann man daraus schliessen, dass der 
Einklang besteht, und dass daher die zweite Saite wirklich den 
Ton h giebt 1 ). Wenn der Sattel nicht weicht, oder nur eine 
leichte Bewegung verräth, schlage man die zweite Saite von 
Neuem an, indem man den Finger auf die dritte Taste g setzt; 
dann wenn er am Platz bleibt, auf die fünfte und die andern be- 
nachbarten Tasten, bis man das Papier zum Fallen bringt. Den- 
ken wir uns z. B. dass er fallt, wenn der Finger auf die dritte 
Taste der g drückt, in welchem Falle diese Saite den Ton 6 oder 
als giebt; es folgt daraus, dass der Ton der versuchten Saite 
auch ein b ist. Dieser Ton ist um einen halben Ton zu tief, 
man muss also die Saite ein wenig spannen, und den Versuch 
wiederholen, indem man den Finger auf die vierte Taste des g 
drückt. Wenn das Papier diesmal nicht fallt, so kann das daher 
kommen, dass man die Spannung ein wenig zu stark vermehrt 
hat 2 ). Drauf setze man den Finger auf die fünfte Taste des g, 
um sie in c zu verwandeln, und schlage die zweite Saite an. 


1) Dieser Rückschluss kann hier sicher angenommen werden, weil man in dem # 
in Rede siebenden Falle gar nicht in Gefahr kommt, einen Ton mit einem seiner 
harmonischen Töne zu verwechseln. Immer ist aber dieser Rückschluss nnr dann 
richtig, wenn die Sättel nicht zn leicht sind. Jeder muss 2 — 3 Centigramtne wie- 
gen und ans einem etwas starken Papier gemacht werden. 

2) Um die Einzelheiten nicht zu häufen, habe ich im Texte den Fall über- 
gangen, wo der Ton x der zweiten Saite in der dritten beinahe dieselbe Wirkung 
hervorruft, wenn man eine oder die andere zweier anT einander folgender Tasten 
drückt, z. R. die drille und die vierte. Man würde an diesem Zeichen erkennen, 
dass der Ton x zwischen b und xh liegt. Dann würde es genügen, die Spannung 
der zweiten Saite ein klein wenig zu vermehren. 
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Nehmen wir an, dass dadurch der Sattel fiele, was muss man 
daraus schliessen? Dass die zweite Saite nun den Ton c statt des 
verlangten h hat. Man spanne sie ein wenig herab, um diesen 
neuen Irrtlium um einen halben Ton zu verbessern, und man 
drehe den Wirbel in dem einen Sinne oder in dem andern, bis 
man den Finger auf die vierte Taste drücken muss, um den Fall 
des Papiers zu erwirken. Mittelst dieser Versuche, die ein weriig 
Uebung sehr kurz macht, kann man die Spannung der Saite mit 
sehr genügender Genauigkeit regeln. 

Man kann auf dieselbe Weise die Quiute oder die Saite e 
mit Hülfe der Saite h stimmen. Dann gehe man über zur vier- 
ten Saite oder d . Man bediene sich der Saite g, auf welche man 
einen Papiersattel setzt, und nachdem man die fünfte Taste der 
vierten Saite gedrückt hat, schlage man sie an. Sieht man den 
Sattel fallen, so kann man sicher sein, die vierte Saite giebt, so 
verkürzt, ein g ; daraus folgt, sie würde d angeben, wenn sie frei 
schwingt. Wenn der Ton der Saite g da9 Papier nicht bewegte, 
so würde man den Finger nach und nach auf die der fünften 
benachbarten Tasten setzen, und den Versuch erneuern; wonach 
mau ohne Mühe erkennen würde, ob die Saite, die d angeben 
soll, zu viel oder zu wenig gespannt ist. 

Man kann sich hiernach der so bestimmten Saite d bedienen, 
um die fünfte Saite oder die zu regeln ; und dann bestimme mau 
die sechste Saite oder die E mit Hülfe der fünften. 

Dies Verfahren, das nur lang zu beschreiben ist, ist mir bei 
alleu Guitarren geglückt, die mir zu Händen gekommen sind. Es 
bietet übrigens zahlreiche Mittel, die Bewährung zu prüfen. Man 
setze z. B. den Finger auf die zehnte Taste des übersponnenen E, 
wodurch diese in d übergeht, und schlage sie an : ein Papiersat- 
tel, der zuvor auf die vierte Saite oder d gelegt war, wird so- 
* gleich herunterfallen müssen. Man kann auf dieselbe Weise zwei 
andere durch eine Saite getrennte Saiten der Prüfung unterwer- 
fen. Oder weiter kann man sich darauf stützen, dass die Schwin- 
gungen einer Saite die Untereintheilung einer Saite bestimmen 

Wenn man gern die wirkliche Höhe des Tons x wissen wollte, so könnte man 
ein kleines Holzprisma auf das Griffbett zwischen die beiden besagten Tasten ein- 
schieben , das die schwingende Länge ). begrenzte, und man könnte die Lage die- 
ses Steges so lange verschieben, bis der Ton x der Saite l das Maximum der Er- 
Zitierung miubeille und den Sattel herabfallen machte u. s. w. 
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können, deren aliquoten Theile mit der ersten in Einklang sckwin- 
gen. Um dieses Mittönen zu erkennen, lege man sehr leichte Sättel 
von weissem Papier auf der Saite e, und solche von schwar- 

zem Papier auf •§,£, £ derselben; dann schlage man die Quinte e 
an, und wenn sie gut zur Doppeloctave E stimmt, so wird man die 
Unbeweglichkeit der weissen Sättel, und das Herabfallen der schwar- 
zen beobachten. Man könnte eine ähnliche Probe mit den Sai- 
ten h und E, oder besser noch mit e und A anstellen, weil durch 
die Schwingungen von h oder e, E oder A in drei gleiche Theile 
getheilt werden können. 

Ich habe angenommen, dass man sich willkürlich einen Ton 
gab, von dem man ausging. Wenn man wünscht, dass dieser Ur- 
ton mit dem einer Stimmgabel übereinstimme, so könnte man die- 
ser Bedingung auf folgende Weise Genüge leisten. Man setzt die 
Stimmgabel auf den Resonanzboden und lasst sie tönen, und än- 
deit die Spannung der einen der Saiten, z. B. der dritten Saite 
g so lange, bis ein auf sie gesetzter Papiersattel gleich bei den 
ersten Schwingungen der Gabel herabfällt. 

Um mich aber unabhängig von der Klangfähigkeit des Re- 
sonanzbodens zu machen, und auch um meinen Schülern ein schla- 
gendes Beispiel von der Mittheilung der Schwingungen durch das 
Luft- Medium allein zu geben, wende ich lieber eine Stimmgabel 
mit zwei Zweigen an, an welche zwei kleine gleiche Scheiben von 
Kupfer oder Weissblech angelöthet sind (20 — 25 Millimeter im 
Durchmesser), die mit ihren parallelen Flächen gegenüber liegen •) 

1) Dulong hat sich einer Stimmgabel , «lic mit zwei kleinen Metallplallen bewehrt 
war, bedient, um eine Luftsäule in einer genau mit der Axe parallelen Richtung zu 
arschüUern. (Annalea de chimie et de pbysiquc, t. XLI, p. 144). Er tiess das In- 
strument an der Mündung eiuer Rohre schwingen, die er beliebig verkürzte, indem 
er so lange Quecksilber hineingoss, bis der durch das Rohr angegebene Ton, (der 
immer derselbe als der der Stimmgabel war) der möglichst stärkste wurde. Die* 

Röhre mit Quecksilber kann man durch eine Flasche mit weiter OefTuung ersetzen. 

Wenn man eine Flasche angclroffen, die am besten zu eiuer bewehrten Stimmga- 
bel passt, so zieht man aus ihrem Zusammenklmgcn einen Ton von grosser Inten- 
sität, der nur langsam schwächer wird. Wenn das Gefäss verlical und umgekehrt 
ist, die Plättchen, die an seiner Mündung schwingen, sich dicht an einer über einen 
Rahmen oder die Ränder einer Kapsel gespannten Membran befinden, auf welche Sand 
gestreut ist, so bewegt sich letzterer und ordnet sich in regelmässigen Figuren. 

Wenn man einige Tropfen Acther in die Flasche giesst, so verliert die Stimmgabel 
fast allen Ton; sie bekommt ihn aber wieder, sobald der Aetherdampf sich zer- 
streut hat. 
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Wenn man durch Versuchen eine Flasche gefunden hat, deren 
Luftmasse den Ton jener Stimmgabel möglichst verstärkt, wenn 
die Scheibchen dicht an seiner Mündung schwingen, so bringe ich 
diese Flasche nahe an die Guitarre, so dass die Axe des Gefas- 
ses nahehin senkrecht auf die Saiten und in ihrer horizontalen 
Ebene befindlich ist. Darauf lasse ich die Stimmgabel schwingen 
und ändere die Spannung einer der Saiten so lange, bis ein drauf- 
gesetzter Papiersattel bei dem sehr starken Tone der Stimmgabel 
herabfällt. Wenn ich den Einklang erzielt habe, werde ich leicht 
finden , dass wenn die Stimmgabel auch mehr als 6" von der Saite 
entfernt schwingt, sie durch ihre Schwingung vor dem Gefäss das 
Papier zu Falle bringt. 

Ich stimme auch zwei Guitarren auf denselben Normalton g , 
lege dann die eine auf einen Tisch wagrecht, und auf ihre Saiten 
PapiersätteL Wenn ich dann die andere in die Hand nehme und 
in einige Zoll Entfernung von der ersten haltend anschlage, so 
fallen immer die Sättel von der Saite herunter, deren Ton dem 
angeschlagnen entspricht ‘). Dieses Experiment ist bei den Mu- 
sikern bekannt; aber mit Hülfe des eben beschriebenen Verfah- 
rens kann es von Jedermann unfehlbar vorgerichtet und wieder- 
holt werden, wenn er auch jedes musicalischen Gehörs entbehrt. 

Dies Verfahren, das sogar ein Tauber anwendeu kann, tim 
eine Guitarre sehr genau zu stimmen, ist ohne Zweifel auch auf 
andere Saiteninstrumente anwendbar. Je dicker aber die Saiten 
sind, desto schwerer muss man die Sättel machen 1 2 ). 

8. Alle Saiten einer Guitarre in Schwingungen zu versetzen, 

indem man eine von ihnen anschlägt. 

Um diese Wirkung hervorzubringen, reicht es hin, dass fünf 
Saiten, theils ganz, theils verkürzt, sich in Einklang mit der 


1) Wenn die beiden Guitarren durch die vorstehende Methode gestimmt worden 
sind, so glückt der Versuch nur dann für alle Saiten, wenn die Construction der 
Kasteo ganz gleichartig ist. Ich bediene mich mit Erfolg zweier Gitilarren, die zu 
Neapel von demselben Lautenmacher Gennaro gefertigt sind. 

2) Wenn man so die Guitarre gestimmt hat, so ist es gut, die verschiedenen 
Töne zu vergleichen. Wenn man über die Richtigkeit der Intervalle in Sicherheit 
ist, wird man nicht fürchten dasObr sich durch das Studium zu verderben. Durch 
öftere Wiederholung dieser Hebungen macht man sich mit den Gefühlen vom Ein- 
klang, der Octave, der Quinte etc. so vertraut, dass man bald nicht mehr der Pa- 
plersältel zum Stimmen bedarf.' 
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sechsten setzen, sei es durch ihre Schwingungen im Ganzen, sei 
es durch gleichzeitige Schwingungen ihrer aliquoten Theile. 

Wir wollen als erregende Saite die Quinte oder e wählen. 

1°. Setzen wir auf die fünfte Taste von h ein kleines Holz- 
prisma, dessen untere Saite ausgeschweift und dessen obere Kante 
parallel mit den Tasten die Saite begrenzt: das h ist so in e 
verwandelt. 

2". Wenn wir einen ähnlichen Steg zwischen die Saite g 
und die neunte Taste schieben, so wird diese Saite auch ein e. 

3“. Ein drittes Prisma auf die zweite Taste des d gebracht, 
macht daraus ein e, welches durch seine freiwillige ZweitheiluDg 
ein doppeltes e giebt. 

4 0 und 5®. Dem a und dem e lassen wir ihre ganze Länge, 
weil sie, indem sich die eine in drei die andere in vier Theile 
theilt, ein respective dreifaches und vierfaches 5 geben. 

Lassen wir nun die Quinte schwingen. Wenn die Guitarre 
gut gestimmt ist, so klingen die fünf Saiten zugleich mit, nämlich 
die orsten beiden durch Totalschwingungen, die drei letzten durch 
gleichzeitige Bewegungen ihrer Hälften, Drittel und Viertel. 

Wenn wir plötzlich die Schwingungen der Quinte hemmen, 
so werden wir noch einige Augenblicke lang sehr sanfte und reine 
Töne von derselben Höhe vernehmen, und zwar mit einer gewis- 
sen Stärke, weil sie sich gegenseitig verstärken '). 

Man kann das Experiment dadurch erweitern, dass man vor- 
her weisse und scliwai-ze Papierreiter auf die Knoten und die 
Ausbauchungen der schwingenden Saiten setzt. Man wird zu den 
verschiedenen Saiten verschieden schwere Sättel nehmen, je nach- 
dem sie in ihrer ganzen Ausdehnung schwingen, oder sich in eine 
geringere oder grössere Anzahl Theile theilen müssen. 

ü. Ohne Hülfe des Gehörs den Intervall zweier starker Töne 
auszumitteln. 

Ich wende zu dieser Ermittelung die durch das Verfahren 
Nr. 7. gestimmte Guitarre an. Die Methode, die ich anwende, 
besteht darin, dass ich den tönenden Körper nahe an dem Instru- 
ment schwingen las .e, dessen Saiten, ganz oder verkürzt, Papier- 


1) Dies Experiment künnle die Resonanz von den 12 c der Guitarre genanul 
werden. 
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sättel tragen, und dass ich den freien Theil jeder Saite nach und 
nach vermindere, bis der Ton jenes Körpers einer von ihnen das 
Maximum der Erzitterung verleiht, welches Maximum der Fall 
des Sattels verräth. 

Die gesuchte Höhe des erregenden Tons ist im Allgemeinen 
dieselbe, als die des von der erregten Saite angegebenen, und 
diese letzte Höhe ist durch die Theilung des Griffbretts und die 
Lage des Steges gegeben, sobald man den Normalton der Gui- 
tarre-Stimmung kennt. 

Die Gräte, die den schwingenden Theil der Saite begrenzt, 
ist ein kleines Holzprisma (Nr. 8), das auf ein Feld oder eine 
Taste gesetzt ist, und das man ganz wenig von einem Versuch 
zum andern verrücken muss. 

Das Ohr, das noch so wenig musikalisch ist, gestattet, die 
Versuche, die diese Methode erfordert, sehr abzukürzen. Handelt 
es sich z. B. um einen sehr tiefen Ton, der sich wie ein blosses 
Brummen anbört, so kann man die Versuche auf das besponnene 
E, d. h. auf die dickste Saite, beschränken. 

Man könnte Bich zuweilen um eine Octave irren, wenn man 
nicht mit ein wenig Achtsamkeit die erhaltenen Resultate prüft. 
Ebenso bringt meine bewehrte Stimmgabel mit dem Tone g (Nr. 7) 
einen Papiersattel von 2 — 3 Centigrammen beinahe ebenso schnell 
herunter, wenn die Saite g auf die Hälfte gebracht ist, als wenn 
sie die ganze Länge hat; oder allgemein ausgedrückt, es kann 
kommen, dass die Resonanz der höhern Octave beinahe ebenso 
stark ist, als die des Einklanges. Man läuft also Gefahr einen 
Ton mit seiner höhern Octave zu verwechseln, wenn man, in Er- 
mangelung des Gehörs, die Schwierigkeit nicht durch andere 
sichtbare Versuche heben könnte. Folgender Versuch ist ent- 
scheidend : Man bringe die Quinte oder e auf y , indem man den 
Steg anf die fünfzehnte Taste setzt , und man wird sich verge- 
wissern, dass die Stimmgabel g in der Saite wenig merkliche Er- 
schütterungen erregt, was daher kommt, dass die Doppeloctave nur 
schwach mittönt. Oder weiter, wenn man das besponnene E in G 
verwandelt, (indem man den Steg auf die dritte Taste setzt), so wird 
man sehen, dass die Stimmgabel g diese Saite nur durch Zweitheilung 
mittönen lässt, was sich leicht mit drei Papiersätteln feststellen lässt, 
(Nr. 7 u. 8.). Man könnte die nämlichen Proben in allen ähnlichen Fäl- 
len anstellen, um den Einklang mit dem gegebenen Tone anzuzeige». 

Hary, neue phye. Probleme , * 
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Diese Bern erkling ljifst begreifen, wie die Methode sich auf 
Töne ausdehueu lässt, die viel höher oder tiefer sind, als die 
äussersten Töne des Instruments ') . Ich will als Beispiel oipe 
von meinen Stimmgabeln anführen, die dünne Zweige, 200 Milli- 
meter lang, hat und an denen zwei Scheibchen von Weissblech 
14 Millimeter im Halbmesser, gelöthet sind. Der Ton, den sie 
angiebt, ist offenbar viel tiefer ei® der dos besponnenen E. Wenn 
man nun diese Gabel auf den Ret?ouanzbodeu gestellt schwingen 
lässt, so habe ich gefunden, dass, um einen auf das E geset?tep 
Kelter herunter zu werfen, man den Steg zwischen die dritte und 
vierte Taste in die Mitte setzen, und pRo die Saite in ein halb- 
bekreuztes G verwandeln muss. Dieselbe (Jabel bewegt picht 
merklich die dritte Saite g, wenn sie ein halbbekreijztes g gewor- 
den ist: daraus schliesse ich, dass der erlangte Ton eine Octave 
tiefer als das halbbekreuzte G meiner Guitarre ist. 

Meine Versuche haben sich bis jetzt auf Stimmgabeln, Me- 
tallglocken, Glasglocken, Stahltriangel und Kppferplattep erstreckt. 

Die hehandelte Methode lässt sich sehr leicht auf Stimmga- 
beln jeder Art, einfache oder bewehrte anwenden. Wenn man 
eie auf den Resonanzboden setzt, muss man sorglich als Stütz - 
puncte solche Theile des Holzes wählen, welche am besten gele- 
gen sind, die Schwingungen anzunehmen und zu übertragen 2 ). 

Was die Metallglocken betrifft, so ist es von Vortheil ihre 
Töne vermittelst eines Rohres von Holz oder Metall zu verstär- 
ken, das viereckig oder cylindrisch ist und einen Stöpsel hat, den 
man verschiebt, bis die Intensität des Tons ihr Maximum erlangt 
hat s ). 


1) Da diese äussersten Töne mit der Spannung der Salten sich ändern, *o 

ymfassl die Methode einen Umfang von mehr als fünf und eine halbe OeUft. 

2) Ich habe so ermittelt, dass mein Normailon g eine Quinte tiefer »I, aiy das 

u der gewöhnlichen Stimmgabel , welches a der eine Ton Hl , den eine dar Yiolio- 

saiten unmittelbar giebt. Meine Guitarren sind also eine Quarte unter den zur mu- 
sikalischen Aufführung angenommenen Ton zu lief gestimmt. Diese Herab.-limmuug 
des Tons schien mir für die Schwingung der Saiteo günstig, weil ihre Spannung 
ron der Elaslicitätsgrenze entfernter ist. Uebrigens laufen die Saiten weniger Ge- 
fahr zu reissen und hallen langer Stimmung. Doch ist es gut, bei jedem Experi- 
ment sich zn überzeugen, ob die Stimmung des Instruments sieb noch gehalten bst. 

3) Mm weiss, dass es Savar /ist, der die Verstarkungsröbrga mk beweglichem 
Boden erdacht hat. (Annales de ebimie et de pbysique t, XXIV. p .01.) 
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Eise der Metallglocken, die ick angewandt habe , gab ein e, 
wenn ein Bogen ihre Bänder langsam and mit starkem Drucke 
anstrich. Es war dies der tiefste l'on, den man aus ihr gewin- 
nen konnte. Dieselbe Glocke gab, wenn sie mit einem hölzernen 
mit Leder versehenen Hammer angeschlagen wurde, ein f, also 
einen um eine Octave hohem Ton, als vorher. Das Verstärkungs- 
rohr war im zweiten Falle viel kürzer als im ersten. Für an- 
dere Glocken hatten der durch Anschlägen und der durch Strei- 
chen hervorgebraehte möglichst tiefste Ton nicht dasselbe Inter- 
vall. (Vgl. Chladni’s Acoustique, S. 236 und 237.) 

Ich will noch meine Experimente an einer quadratischen 
Kupferplatte berichten, dessen Seiten 110 Millimeter und dessen 
Dicke 2,26 Millimeter betrugen. Die Platte war- in ihrem Mit- 
telpunct befestigt und vibrirte an der Mündung eines Verstärkungs- 
rohrs. Wenn der Bogen nahe an einer der Winkelecken strich, 
so gab sie ein cü, und wenn der Bogen in der Mitte einer Saite 
geführt wurde, so brachte sie ein gis hervor. Diese Töne hatten 
also genau eine Quinte Intervall, wie es Ghladni angegeben hat 
(Traite d’ Acoustique, p. 107 ). 

Wenn man die Methode mit aller möglichen Genauigkeit an- 
wenden will, so muss man vor Allem sich von der Bichtigkeit der 
chromatischen Tbeilungen am Griffbrett des Instruments überzeu- 
gen, mit dem man experimentirt Indessen scheint mir diese 
Prüfung nicht unerlässlich für die Guitarren, deren Constraction 
sorgfältig gemaeht ist. Es ist wahr, dass alle die, welche für gut 
gelten, nicht streng dieselbe Theilung haben. Aber die verglei- 
chenden Untersuchungen, denen ich Guitarren von Neapel, Troyes 
und Paris unterworfen habe, haben mir gezeigt, dass diese kleinen 
Differenzen in der Graduirung nur schwache Unterschiede in den 
berechneten Werthen der Intervalle nach sich ziehen. So ist 
nach der einen dieser Guitarren der Ton einer meiner Stimmga- 
beln eine 7 , *-,2 höher als das Normal g. Nach einer andern ist 
sie nur 6 , ,L 8 höher. Man sieht, dass sich das zweite Besultat sehr 
wenig von dem ersten unterscheidet. Das Mittel 7 „ wäre ge- 
nau eine Quinte, und die Bichtigkeit dieses Mitteltons haben mir 
mehrere Musiker mit feinem musikalischen Gehör bestätigt. 

Ich will noch hinzufügen, dass dies Verfahren in seiner Evi- 

1) De Prony bat in seiner Instruction sur le calcnl des intervalles musicaux 
mehrere Mittel bekannt gemacht, diese Untersuchung zu vereinfachen, (p, 89.) 

2 * 
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denz auf die Töne beschränkt ist, die man hinlänglich verstärken 
kann, um von einer Saite Papierreiter herabzuwerfen. Aber seine 
Anwendungen werden sich in dem Masse erweitern, als man die 
Mittel, Töne zu verstärken, vervollkommnet, über die man heut zu 
Tage verfügt i ). 


Schluss - Bemerkung. 

Es scheint uns unnöthig, die Zahl der Probleme noch zu 
vermehren, die sich durch blosses Eaisonnement lösen lassen. Von 
derartigen Fragen mussten wir beginnen, weil sie die wenigsten 
Vorkenntnisse verlangen. Man muss aber nicht glauben, dass sie 
die leichtesten sind. Sie entziehen sich am meisten den Regeln, 
erfordern mehr natürlichen Scharfsinn und Ueberlegung, als jedes 
andere Problem , dessen Lösung auf mathematischen Principien 
beruht. Die Rechnung ist kein Hinderniss, sondern eine Hülfe 
für den Physiker, der sie auf seine Untersuchungen anwendet. 
Sobald er die Construction oder die Gleichung eines Problems 
gefunden hat, braucht er sich nur durch die Geometrie oder die 
Analysis leiten zu lassen. Oft zeigt ihm die Deutung der For- 
meln, zu denen er gelangt, Irrthümer die er hat begehen können, 
oder enthüllt ihm auch Wahrheiten, die ihm ebenso neu, als un- 
erwartet sind, während in den Fragen, die der Rechnung unzu- 
gänglich sind, der Verstand auf seine eignen Hülfsmittel angewie- 
sen ist; man läuft Gefahr auf einen schwierigen oder falschen 
Weg zu gerathen, den Gegenstand nicht von allen Seiten zu er- 
fassen, aus einem erhaltenen Resultat nicht alle möglichen Fol- 


1) Man wird mich entschuldigen, dass ich so lange bei einer Methode verweilt 
habe, welche ohne Zweifel leicht aus bekannten Thalsachen abzuleiten war, die aber, 
indem sie dem Gehör das Gesicht substituirt, allen Physikern viele Experimente zu- 
gänglich macht, die bisher einigen bevorzugten Ohren ausschliesslich aufgespart wa- 
ren. Ich gebe zu, dass das genaueste und allgemeinste Verfahren die Töne zu ver- 
gleichen, die Anwendung der Sirene von l'ayniard-Lalour ist. Aber zur Handha- 
bung dieses sinnreichen Instruments g. hört Uebung, Geschicklichkeit und das Gefühl 
für Einklang. Was das Ohr behilft, so sind seine Uriheile viel schneller, wenn es 
geübt ist; aber sie sind nicht sicherer. Auch schätzt es nur die in der Musik ge- 
bräuchlichen Intervalle und die ganzen Anzahlen halber Töne; eine gute Guitarre 
dagegen dient, beliebige Intervalle zu schätzen und zwar wenigstens auf Zehntel 
Bruchlheile eines halben Tons. 
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gerungen zu ziehen. Man kann darum den Physikern nicht ge- 
nug wiederholen, dass sie vor Allem tiefe Studien in der Mathe- 
matik machen müssen. Dies Studium hat für sie den doppelten 
Vortheil, das Feld ihrer Untersuchungen in der Physik zu er- 
weitern, und ihren Geist mit einem mächtigen Hebel zu bewaffnen 


Zweites Kapitel. 

Beispiele von physicalischen Problemen, die sich dvtch die Arithmetik 

lösen lassen. 

10. Ein Stück Buxbaumholz (französisches) wiege 57 0 in der 
Luft. Dieser Körper schwimmt anfangs auf reinem Wasser 
von 4° (C.), und ein sehr geringer Theil des Körpers ragt 
über das Niveau. Da die Poren des Holzes für das Was- 
ser durchdringlich sind, so sinkt nach einiger Zeit das Bux- 
baumholz zu Boden. Im Augenblicke, wo es zu sinken be- 
ginnt, ergreife man es, trockne es ab und wiege es schnell 
in der Luft, man findet daun , dass sein Gewicht 62 »,5 ge- 
worden ist. 

Nach diesen Angaben ist annährend die Dichtigkeit des 
Holzes und sein Volumen zu bestimmen. 

Im Augenblicke, wo das Holz untersinken will, ist das Ge- 
wicht desselben fast nicht grösser, als das eines gleichen Volu- 
mens Wasser. Wir können also 62, »5 als das Gewicht des rei- 
nen Wassers vom Volumen unseres Holzes annehmen. Uebrigens 
kann der kleine Fehler, den wir nach der Plus-Seite begehen, 
Null werden oder gar das Zeichen wechseln, weil bei der zweiten 
Wägung eine theilweise Verdunstung des Wassers stattfindet, das 

57 

der Körper eingesogen hat. ——— = 0,912 ist also die Dichtigkeit 

62,5 

des Buxbaumholzes im Vergleich zum Wasser. Das verlangte 
Volumen ist 62, ec 5, weil ein Gramme reines Wasser von 4° ein 
Kubikcentimeter einnimmt. 

11. Man hat eine cy lindrische graduirte Röhre, die oben ver- 
schlossen ist, und oben trockne Luft enthält; sie ißt vertical 
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in ein weites und tiefes Gefäss mit Quecksilber gestellt. Die 
Höhe des oberen Röhrenendes über dem Niveau in dem Ge- 
fässe beträgt 355 mm . Die Quecksilbersäule in der Röhre ist 
191 mm hoch, und man findet dass man das Rohr 232 mm 
einsenken muss, bis die Niveau’s in der Röhre und im Ge- 
fäss gleich hoch stehen. Es fragt sich, welches ist die Baro- 
meterhöhe im Augenblick des Experiments? 

Die zwischen dem Ende der Röhre und dem Quecksilber 
enthaltene Luft nimmt Anfangs 355 mm — 191 mm =164 mm Raum ein. 
Wenn die Röhre so weit eingetaucht ist, bis die Niveau’s über- 
einstimmen, ist das Volumen der Luft auf 355 mm — 232 mm = 123 mm 
verringert. Da 1 23 nun | von 1 64 beträgt, so sieht man, dass das 
Volumen der Luft nur | von ihrem früheren Volumen beträgt. 
Folglich beträgt nach dem Mariottesehen Gesetz der anfängliche 
Druck, unter dem die Luft stand, | von dem letzteren, der ersicht- 
lich gleich dem der Atmosphäre ist. Nun war der anfängliche 
Druck gleich dem Atmosphärendruck verringert um das Gewicht 
von 191 mm Quecksilber ; es halten also diese 191 mm Quecksilber 
£ Atmosphärendruck das Gleichgewicht; daraus folgt also, dass 
der ganze Atmosphärendruck 4X191 mm =764 mm beträgt; dies 
ist die gesuchte Barometerhöhe. 

Derartige Beobachtungen könnten zur Noth die Besichtigung 
des Barometers ersetzen; aber man müsste, wie schon oben an- 
gedeutet, mit einem sehr breiten Quecksilbergefäss operiren, da- 
mit man die Aenderungen des Niveau vernachlässigen dürfte. 
Wenn man zu seiner Verfügung nur ein enges Gefäss hätte, so 
könnte man das Niveau darin dadurch constant machen, dass man 
es bis zum Rand füllte, oder bis zu einer kleinen seitlich ange- 
brachten Oeffnung. 

12. Nach Brisson ') wiegt ein Kubikfuss Luft 1 Unze 3 gro» 
3 gram, bei 2S" Druck und 5° R. 

Nach Biot und Arago wiegt 1 Liter 1^,2995 bei 0° und 76*™ 
Druck. 

Stimmen diese beiden Angaben überein ? 

Um diese Frage zu lösen, braucht man nur die alten Masse 
auf die neuen zu bringen und das Gewicht von Brisson auf die 


1) Traild de pbyaiqua, 3. Ausgabe, T. II, Kr. 693. 
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nämlichen Umstände rücksichtlich des Drucks und der Tempe- 
ratur, &ls das Gewicht von Biot and Arago, zurüchzuführen. 

Dia SV. ist =^*34*, 277; lUnze 8 gros 3 gran sind =42?, 226. 
Also 34*, 277 Luft würden 42», 226 wiegen , also 


1 < = 


428,226 


= 1»,2319. 


84,277 

Der Druck war 28" oder 75™, 796. Aber die Barometer* 

höhe war so hoch bei 5° R. oder 6°, 25 C. Wenn das Queck- 
silber die Temperatur 0° gehabt hätte, so wäre die Läuge der 
Säule durch die Zahl 

75™, 796 X 5650 


5556,25 


= 75*» 711 


gemessen worden. 

Ferner, wenn der Liter Luft wäre einem Druck von 76™ 
bei 0" unterworfen worden, so würde sich sein Gewicht 18,2319 
in dem Verhältniss 75,711 zu 76 vermehrt haben und 18,2366 


geworden sein. 

Endlich, wenn die Luft selbst 0° gehabt hätte, so wäre das 
Gewicht x eines Liters dieser Luft noch etwas grösser gewesen. 
Es ist x mit 18,2366 durch die Proportion verbunden 


x : 1,2366=1 + 


3X6,25 

800 




daraus finden wir x= 18,2656. 

Indem wir also von dem Mariotte’schen Gesetz und den 
Cooffieiönten von Duloog und Petit, und von Gay-Lussac für 
die Ausdehnung des Quecksilbers und der Luft ausgehen, leiten 
wir aus der von Brisson gegebenen Zahl her, dass 1* Luft 18,2656 
bei 0° und 76™ Druck wiegen würde, während nach Biot und 
Arago dies Volumen Luft 18,2995 unter den nämlichen Umstän- 
den wiegt. 

Die beiden vorstehenden Resultate sind also nicht ganz 
übereinstimmend. Es ist sehr wahrscheinlich, dass der Irrthum 
auf Seiten Brisson’s ist, der zn einem zu kleinen Gewicht ge- 
langen musste, weil er die Luft gewogen hat, wie sie sich ia 
der Atmosphäre findet , ohne sie vorher sorgfältig zn trocknen l ). 


1) Die Vergleichung der beiden Resultate würde haben weiter getrieben werden 
kennen, wenn Briuon den Grad am Haarfiygrometer angegeben batte für die Zeit 
seines Experimente, Es bietet sich ltn Bezog hierauf eine Frsge dar,, die wir hist 
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13) Man lässt eine Saite von Eisendraht transversal schwingen; 
die Länge beträgt O m ,582ö; beide Enden sind fest, und das 
Sparinungsgewiclit ist 14363 Gramme. 3 m ,4 der Saite wie- 
gen 50,385. Welches ist die Zahl n der einfachen Schwin- 
gungen, die diese Saite in einer Secunde vollführt? 

Liese Aufgabe gehört in die Arithmetik, obgleich man sich 
zu ihrer Lösung auf eine algebraische Formel stützen muss. Man 
hat diese Formel bloss in Zahlen zu übertragen, was nur arith- 
metische Operationen verlangt. 

Sei l die Länge der Saite, p ihr Gewicht, P das Spannungs- 
gewicht, und g die Intensität der Schwerkraft, so hat man die Formel 



Man weiss , dass für Paris g = 9 m ,8088 ist. Ferner ist 
i = 0 m ,5825; P— 14363®; p ist durch die Proportion gegeben 
p: 5», 385 = 0,5825: 3,4 1 
aus der man p = 0», 92258 findet. 

Wenn man diese Zahlen für g , l, P und p einsetzt, so findet 
man n = 512. l ) 

14. Warum schwingt die 6. Saite einer Guitarre in ihrer gan- 
gen Länge, wenn man die 2 ersten Saiten zugleich an- 
schlägt? 

Diese Resonanz, von der man sich durch das Gehör oder 
durch Papierreiter überzeugt (No. 7 , 8 , 9) , rührt von der von 
Tartini entdeckten Tbatsache her, dass wenn 2 Töne durch 
ganze relative Primzahlen ausgedrückt werden, durch ihr Zusam- 


uns begnügen wollen nur auszusprechen: „Welches hätte müssen der hvgrome- 
„triscbc Zustand der Luft, die Brisson gewogen hat, gewesen sein, damit sein Re- 
sultat völlig identisch mit dem von Biot und Arago wäre?“ 

1) Die Saite, um die es sich handelt, findet sich gewöhnlich in der Mitte eines 
Pianoforte. Sie wird im Handel durch den Namen Saite No. 1. bezeichnet. Der 
Ton, den sie hier giebt , ist das e des e - Schlüssels im Orchester des italienischen 
Theaters. Es ist der Ton, den de Prony den festen Ton nennt (p. 95. der Instruction 
sur le calcul des intervalles musicaux). Das a der italienischen Stimmgabel, oder 
das a, das eine der Violinsaiten frei angiebt, ist eine Sexte höher als der feste 
Ton c. Dies a entspricht also 5 /j von 512 oder 853 einfachen Schwingungen 
in der Secunde. Das c des Violoncells ist 2 Octaven tiefer als der feste Ton 
e, und entspricht also 128 einfachen Schwingungen in der Secunde. 
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menklingen ein dritter Ton entsteht, der durch die Einheit aus- 
gedrückt ist. Nim können die Töne h und e, die von der zweiten und 
ersten Saite angegeben werden, durch die Zahlen 3 und 4 bezeich- 
net werden, d. h. ihre gleichzeitigen Schwingungszahlen verhalten 
sich wie 3:4. Der hervorgehende Ton, der durch 1 dargestellt 
wird, ist offenbar 2 Octaven tiefer als der Ton 4, und ist also 
gleichklingend mit dem e der 6. Saite; diese muss also durch 
den Tartinischen Ton e in ihrer ganzen Länge in Schwingung 
gerathen. 

Man könnte ebenso erklären, warum die beiden Töne a 
und e zusammen die 5. Saite mitklingen machen, die a angiebt. 


Drittes Kapitel. 

Beispiele von physikalischen Problemen, die sich durch die Geometrie 

lösen lassen. 

15. Ein Beobachter, der sich für ihn unmerklich gradlinig und 
gleichförmig bewegt, betrachte einen Gegenstand, der sich 
gleichförmig in gTader Linie in derselben Ebene mit ihm 
bewegt. An welchem Punkte glaubt der Beobachter den 
Punkt am Ende der Zeiteinheit zu Behen? Die Anfangs- 
lagen 0 und A des Beobachters und des Gegenstandes sind 
bekannt, und ihre Geschwindigkeiten 00' und AA' sind in 
Grösse und Richtung gegeben (Fig. 4.) 

Denken wir uns, dass 00“ und AB für Beobachter und 
Gegenstand Geschwindigkeiten bezeichnen, die beide beim Be- 
ginn aller Zeiten haben, und die gleich , parallel und entgegen- 
gesetzt der wirklichen Geschwindigkeit 00' des Beobachters 6ind. 
Da diesen nun 2 gleiche und entgegengesetzte Geschwindigkeiten 
treffen , so -ist er in Ruhe , und der Gegenstand würde eine Ge- 
schwindigkeit AC erhalten, welche die Resultante der beiden Ge- 
schwindigkeiten AA' und AB und folglich die Diagonale dos Pa- 
rallelogramms ABCA' wäre ; so dass am Ende einer Minute der 
Gegenstand in C angekommen wäre, und CO der Lichtstrahl wäre, 
den der Beobachter von ihm erhielte. Nun ist aber leicht zu er- 
kennen, dass der Punkt C grade der Punkt sein würde, wo der 
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Beobachter den Gegenstand am Ende der Minute -wird tu sehen 
glauben; denn die Figur OC A‘ö' ißt ein Parallelogramm, der 
Strahl 0'A‘, in welchem der Beobachter den Gegenständ am Ende 
der Minute wirklich beobachtet, ist gleich tmd parallel dem ge- 
dachten Strahl OC. Also für den Beobachter, der sich im Punkte 
0 ruhend wähnt, würde der PuDct C ln derselben Entfernung 
und Richtung zu sein scheinen, als der Punct A\ der wirklich 
beobachtete, vom Puncte 0' es ist. Drum ist C der verlangte 
Punct. 

Drum, wenn der Beobachter kein Bewusstsein von Seiner 
Eigenbewegung hat, sind für ihn die Erscheinungen dieselben, 
als wenn er unbeweglich wäre, und der Gegenstand zugleich 
seine wirkliche Geschwindigkeit und die des Beobachters im ent- 
gegengesetzten Sinne genommen hätte. Dies ist die Erklärungs- 
art für alle optischen Täuschungen, die durch das gleichzeitige 
Stattfinden zweier Bewegungen hervorgehen, von denen die eine 
nicht gemerkt wird. 

16. Welche Bedingungen müssen die Winkel eines Prisma’s 
erfüllen, damit die Bilder, die es durch innere Reflexion 
giebt, keine Regenbogenfarben zeigen ? (Fig. 5). 

En sei ACB ein Durchschnitt des Prismas senkrecht auf die 
Kanten. LJ sei ein einfallender Strahl in diesem Durchschnitt 
und JBt sei ein gebroehner Strahl von irgend einer Farbe X. 
Wir fällen vom Puncte J ein Perpendikel JU auf AB, und ver- 
längern es um JU über U hinaus nach J‘ y dann ziehen wir AJ ‘ ; 
wir verbinden J' mit R und verlängern J‘R nach E ; RE wird of- 
fenbar der refLectirte Strahl sein., der dem innem Strahl JR ent- 
spricht. Wir ziehen auch LG senkrecht auf AB, verlängern sie 
um sich selbst nach J V und verbinden J‘ mit V. Der Strahl 
EM von der Farbe X wird in derselben Richtung austreten, als 
ob. er den Weg L'J'E gemacht hätte. Daraus folgt, dass er mit 
L'J' parallel sein würde, wenn AJ' || CB wäre; dann müsste 
J'M =£ ABC sein, also da J'AB — BAC ist, müsste CAB = ABC 
sein. Dies ist also die Bedingung, dass die Bilder, die das Prisma 
durch eine innere Reflexion auf AB giebt, sich so verhalten, als 
wären die Lichtstrahlen dnrch ein Glas mit parallelen Oberflächen 
gegangen, dass sie also keine Regenbogenfarben zeigen. 

A A 

Wenn sich 3 von A unterschiede, so würde «ich die wirk- 
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liehe Fläche CB und die gedachte AJ‘ in einer Kante schneiden, 

die durch D ginge, parallel den Kanten des Prismas. Dann ist 

klar, dass das Heraustreten des Strahls so Statt haben würde, 

als wenn der Strahl L'J'EM durch ein Prisma ADC gegangen 

\ \ \ 

wäre, dessen Refractionswinkel D—B — A wäre. Nun weiss man, 
dass die Bilder danu von Regenbogenfarben begleitet sein wür- 
den, und dass diese letztem um so mehr ausgesprochen wären, 
je mehr sich die beiden Winkel A und B unterschieden. 

Es ist darum die Gleichheit der anliegenden Winkel für die 
spiegelnde Fläche des Prismas nothwendig, wenn es ein achro- 
matisches Spiegel - Prisma sein soll. 

17. Zn zeigen, dass ein Körper von irgendwelcher Gestalt, 
auf den nur die Schwere wirkt, und dessen freie Bewegung 
eine Unterlage aufhält, nur im Gleichgewicht ist, wenn sein 
Schwerpunct den möglichst höchsten oder möglichst niedrig- 
sten Ort hat. 

Es soll auch bewiesen werden, dass in dem ersten Falle 
das Gleichgewicht labil, und im zweiten stabil ist. 

Wir haben einen Körper, dessen Bewegungen nicht völlig 
frei sind, der sich z. B. nur um einen festen Punct oder um eine 
feste Linie oder auf einer horizontalen Ebene bewegen kann. 
Wenn man dem Körper nach und nach alle Lagen giebt, die er 
annehmen kann , so wird sein Schwerpunct G eine Fläche L be- 
schreiben, deren Natur von, der Gestalt des Körpers und des Hin- 
dernisses abhängen wird, der seine Bewegungen bestimmt. Man 
kann also den Körper im Geist auf einen Punct zuriLckftihren, 
auf den die Schwerkraft wirkt, und der gezwungen ist auf der 
Fläche L zu bleiben. Wenn nun dieser Punct G in ihr im Gleich- 
gewicht sein soll, so muss die Schwerkraftrichtung senkrecht auf 
der Oberfläche im Fuacte G stehen, und also die Tangential- 
ebene für diesen Punct horizontal sein. 

Dies kann nur der Fall sein, wenn der Schwerpunkt G im 
höchsten oder niedrigsten Puncte der Fläche L sich befindet. 
Also besteht Gleichgewicht nur in einem oder dem andern Fall. 

Wenn nun der Schwerpunct sich im höchsten Puncte befin- 
det, und man bringt ihn ein wenig aus dieser Lage, so wird der 
Punct G sich herabbewegen, die Schwere ist nicht mehr ganz 
durch den Widerstand der Fläche L aufgehoben, und da die 
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tangentielle Composante dieser Kraft den Punet herabzubewegen 
trachtet, so wird er sich mehr und mehr von seiner anfänglichen 
Lage entfernen. Also ist das Gleichgewicht labil. 

Dagegen , wenn G den niedrigsten Punet von L einnimmt, 
und man verrückt ihn ein wenig , so wird sich der Punet G er- 
heben, und die Schwerkraft, die einen Theil ihrer Thätigkeit 
wieder aufnimmt, treibt ihn wieder herab; drum gelangt G also 
wieder zur anfänglichen Lage. Also ist das Gleichgewicht stabil. 

In dem besondern Falle, wo die Fläche L eine Horizontale 
wäre, wäre die Wirkung der Schwerkraft auf den Punet G ver- 
nichtet, welches auch die Lage des Punctes G in ihr wäre; 
daraus folgt, dass wenn der Körper auch ein wenig aus einer 
Lage des Gleichgewichts gebracht würde, er weder zurückzukeh- 
ren noch sich weiter zu entfernen 6treben würde. Man sagt 
dann, dass das Gleichgewicht indifferent sei. ') 

Wir wollen uns nicht länger mit den Aufgaben mit rein 
geometrischer Lösung auf halten, weil die elementaren Fragen 
dieser Gattung im Allgemeinen die geringste Schwierigkeit ma- 
chen. Immer werden wir in den folgenden Capiteln aus der 
Geometrie bald Constructionen , bald Sätze entlehnen, wenn es 
sich um Probleme gemischter Gattung handelt, wo die Geometrie 
zur Aufstellung und die Algebra zur Lösung der Gleichungen 
dient. 


1) Wenn einige Dunkelheit wegen der Allgemeingältigkeit unsrer Schlösse 
verbliebe, so wäre es leicht den Beweis durch Anwendnng auf ein einfaches Bei- 
spiel aufzuhellen , z. B. für eine nicht homogene Kugel, die um ihren geometrischen 
MiUelpunct drehbar wäre. Die Oberfläche L würde in diesem Fall eine Kugel- 
fliche sein, die auch den Mittelpunct C hatte, und deren Radius CG wäre... Eine 
homogene Kugel auf eine horizontale Ebene gelegt, gäbe ein Beispiel vom indiffe- 
renten Gleichgewicht. 

Man sehe weiter in der Mecbanique von l'oitsan (2. Ausg. 1. 1., n. 318) den 
analytischen Beweis dieser Sätze vom Gleichgewicht nach. 
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Viertes Kapitel. 

Beispiele von Problemen aas der Physik, die sich durch die Algebra 

lösen lassen. 

18. Welche algebraische Bedingung muss erfüllt sein, damit 
eich eine Seifenblase in die Luft erheben kann? Gegeben 
ist der äussere Radius der Kugelhülle r, ihre mittlere Dicke 
e, und die Dichtigkeiten D, d, 6 des Seifenwassers, der Luft 
und des Wasserstoffs. 

Damit sich die Blase in die Luft erheben kann, muss ihr 
Gewicht vermehrt um das des Wasserstoffs geringer sein, als das 
der verdrängten Luft. Man hat alBO die Ungleichheit 
\n [r 3 — (r— e) 3 ]R + l7T(r — c)M<4rrr*d. 

Daraus findet man nach und nach 

r*(D — d)< (r— e)*(D — d) 
ryjü — d<(r — e)yjD — d, und 

— — ^ü^d+-^D^d>+^D—d 
e e 

r D — ö 

« 1/U — ö—ljD—d- 

Wenn man näherungsweise setzt 0=1, d= 0,0013, S — 0,07 X 
0,0013 = 0,000091, so findet man —>» 2475. *) Es sei e = 0 mm ,001, 
so müsste die Blase den Radius r = 2 mffl ,475 haben. 

Wenn man dem r einen Werth giebt, der dieser Bedingung 
genügt, so kann man leicht die Steigkraft dieser kleinen Kugel 
an der Erdoberfläche berechnen , welche Kraft gleich dem Ueber- 
schuss des Gewichts der verdrängten Luft über das Totalgewicht 
der Blase ist. 


1) Der numerische Werth, der hier dem J beigelegt ist, gilt für die Elasticittt 
des Wasserstoffs bei einem Atmosphärendruck; was hier nicht genau der Fall ist. 

Die inwendige Elaslicit&t ist ein wenig grösser sIs eine Atmosphäre, weil sie nicht 
nur diesem Druck Gleichgewicht halten muss, sondern noch der Kraft, mit welcher 
die Moleküle der Hülle sich bestreben, sich zu einer kleinen vollen Kugel zu 
vereinigen. 

Digitized by Google 



— 80 


19. Welches wäre die Bedingung, dass eine sphärische Hohl- 
kugel von Kupfer e mm dick und vollständig luftleer gemacht 
sich in die Atmosphäre erheben könnte? 

Wir stellen diese Aufgabe nach der vorhergehenden, um 
ein Beispiel zu geben, wie sich die Lösung eines Problems leicht 
aus einem schon behandelten Problem unmittelbar herleiten lasse. 
Um die verlangte Bedingung zu erhalten , genügt e* d = 0 in 
die Bedingungs- Ungleichheit von No. 18 zu setzen; man erhält 



^D — ^D — d 


D ist hier die Dichtigkeit des Kupfers, d ist die Dichtigkeit 
der Luft, r ist der äussere Radius der Hohlkugel. Nimmt man 


D = 8,8 und d =0,0013, so erhält man die Bedingung - > 20646,6. 

Es sei «= l mm , so muss man r=20 mm ,6456 aunehmen. 

Wenn es möglich wäre, einen so enormen Kupfer- Ballon 
anzufertigen und luftleer zu machen, so würde er unfehlbar un- 
ter dem Atmosphärendruck zusammenbrechen '). 

20. Eine cylindrische verticale Röhre, die mit Quecksilber an- 
gefüllt ist, eommunicirt durch eine sehr kleine Oeffnung an 
ihrem Grunde mit einem verschlossenen cylindrischen Ge- 
fässe, das voll trockner atmosphärischer Luft, unter dem 
Atmosphärendruck p cm ist» Die Höhe der Röhre beträgt 
a cm (welches a kleiner ist als p\ und ihr Durchschnitt m cm l. 
Die Höhe des Gefässes sei und sein Durchschnitt n cm< >. 

Anfänglich sei die Röhre oben verschlossen; wenn man 
sie nun aufmacht, so wird ein Tbeil des Quecksilbers in das 
GefiUs fliessen. Man fragt, wo das Niveau der Flüssigkeit 
in der Röhre sich feststellen wird , wenn das Ausfliessen 
aufhört. 

In Zahlen sei p = 76, 

Wir wollen zuerst bemerken, dass das Quecksilber nicht 
ganz ausfliessen kann. Denn denken wir uns ein Flüssigkeits- 
theilehen an der Mündung der Röhre. Die Druckkräfte auf das- 
selbe von oben nach unten und von unten nach oben sind im 


a = 24 8 

m = 1 . j n = 50. 


1) Dieser absonderliche Luftballon ist übrigens von Lan a im Jahre 1670 vor- 
gescblagen worden. (S. Tratte de physique von Hajy, 3. Ansg., 1. 1., no. 494). 
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Anfang ungleich, und ihr anfänglicher Unterschied ist das Ge- 
wicht des verticalen Pliissigkeitsfadens , der zur Basis das Theil- 
chen hat. Aber in dem Masse, als die Flüssigkeit ausfliesst, 
vermindert sich das Gewicht des darüber lastenden Säulchens, 
während die Elasticität der innern Luft durch Verminderung 
ihres Volumens sich vermehrt; endlich tritt ein Moment ein, wo 
Gleichgewicht zwischen den beiden entgegenwirkenden Kräften 
stattfindet, während das Quecksilber noch eine gewisse Höhe x 
in der Bohre hat. 

Nehmen wir als Unbekannte diese Endhöhe s j a? ist 
daun die Senkung des Niveau’s, (a — x) m muss dann das Vo- 
lumen des Quecksilbers sein, das in das Gefäse geflossen ist; 
b« — (a — x) rn ist danach noch das Volumen der im Gefass ent- 
haltenen Luft. Nach dem Mariotteschen Gesetz ist die Elastici- 
tät dieser Luft jetzt — — , und diese Kraft hält Gleich- 

bn — (a — x)m 

gewicht dem Druck p der Atmosphäre und dem Gewicht x der 
Quecksilbersäule; wir haben also 


Setzen wir = q und lösen die Gleichung auf, so finden 

Wl 

wir # & — ?(p + bq — «) + 4 V (p + bq — a) * -f- 4 ap. 

Die negative Wurzel in x muss offenbar verworfen werden ; 
die positive kann nur gelten, wenn dadurch cc<C awird. Schrei- 
ben wir nun 


— t: l p + bq — a) -J— ^ yj(p + bq — a)* + 4ap<a 
und vereinfachen wir diese Ungleichheit, so reducirt sie sich auf 
bq2>0, eine Bedingung, die immer erfüllt ist. Also ist x mit 
der positiven Wurzel immer <Ta; also die gesuchte Grösse. 


In dem numerischen Beispiel kommt 


— 456 “ 


Wir haben bewiesen, dass im Allgemeinen das Quecksilber 
aus der Böhre nie ganz ausfliessen kann. Aber um zu sehen, 
ob die Algebra uns nicht besondre Fälle finden lässt, wo sich die 
Röhre ganz entleert, setzen wir in unsre Gleichung O, x —Q 
und prüfen wir, unter welchen Umständen sie erfüllt wird. Sie 
reducirt sich auf 
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pbn 

bn — am 


= p oder — ^ — 
j am 

bn 


—P 


Man würde dieser Gleichung genügen 1) durch am=0, 2) 
durch p=0 und 3) durch 6n=CO. Bei der ersten Annahme wäre 
die Capacität der Röhre 0, und die Frage hätte keinen Sinn; 
diese Annahme bietet also kein Interesse. Bei der zweiten wäre 
ein leerer Raum oberhalb und unterhalb des Quecksilbers; es 
wären dann keine Druckkräfte vorhanden , als nur sein eignes 
Gewicht und es flösse folglich ganz heraus. Die dritte Annahme 
endlich, wo der Raum der Flasche unendlich wäre, entspricht dem 
Fall, wo die Flüssigkeit in einen unbegrenzten Luftraum fällt, 
das heisst in die blosse Atmosphäre ; dann muss es natürlich auch 
völlig ausfliessen. 


21. Man hat ein cylindrisches Rohr, an beiden Enden offen, 
das drei verticale Zweige bat, deren beide ersten einen ma- 
nometrischen Heber bilden und zum Theil mit Quecksilber 
gefüllt sind. Man taucht den dritten Zweig um die Länge 
a in ein Gefäss mit Quecksilber. Dadurch findet eine Ni- 
veau-Differenz x in den ersten beiden Zweigen Statt, in de- 
nen die Flüssigkeit vorher in derselben Höhe gestanden hatte. 
Man soll x berechnen. Der Atmosphärendruck p ist bekannt ; 
der theilweis eingetauchte Zweig, die obere Krümmung der 
Röhre, und der zu Anfang des Versuchs mit Luft gefüllte Theil 
des mittleren Zweiges haben Längen, deren Summe = m ist. 

Zahlenbeispiel: a=4", p=28", m=15 ,/ * (Fig. 6.) 
Da das Rohr ey lindrisch ist, so ist das Niveau im mittleren 

X 

Zweige um — - heruntergegangen. Ausserdem muss die Niveau - 


differenz im Gefäss und dritten Zweige gleich der in den beiden 
ersten sein; folglich verhält sich das jetzige Volumen der innem 
Luft zum ursprünglichen, wie 

X 

— — f- m — — (a — x):m 


Also nach dem Mariotteschon Gesetz ist die Elasticität der innem 
Luft, die p war, jetzt 

pm 

m — o + l* 
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Ein zweiter Ausdruck dieser Elasticität ist nun p+x ; man hat 


also die Gleichung 

pm 


m—a-\-\x 
Daraus erhält man 


=J> + * • • • • (■<•) 


.*+[, + ^]«- 2 f=0 und 



Diese beiden Wurzeln x + und x_ haben entgegengesetzte 
Zeichen; ein negativer Werth von x passt aber nicht zu der 
Aufgabe. Die Wurzel x+ kann ihr nur genügen, wenn sie a 
ist. Wenn man nun eine ähnliche Rechnung, wie in der vorigen 
Aufgabe, an wendet, so überzeugt man sich leicht, dass diese Be- 
dingung immer erfüllt ist. Also gilt die Wurzel x+. 

Setzt man die numerischen Werthe ein, so erhält man 

, 113 " 

x+=2 und x_ — - — . 

o 


Wir haben zwar die negative Wurzel ganz verworfen; wür wollen 
jedoch zuselien , ob sie sich nicht noch benutzen lässt. Darum 
wollen wir einmal, wie man in der Algebra vorschreibt, in der 
Gleichung des Problems x in — x verwandeln , und zuselien , ob 
die so verwandelte Gleichung nicht der Ausdruck eines ähnlichen 
physicalischen Problems, al3 das behandelte, ist. Diese Zeichen- 
änderung nun würde die Gleichung (d.) bedeutungslos machen, wenn 
man nicht zugleich a mit — a vertauschte. Man hätte dann die 
Gleichung 


m — * +(«—*) 

die offenbar dem Fall entspricht, wo der dritte Zweig der Röhre 
zu Anfang eingetaucht gewesen, und um eine Länge a heraus- 
gezogen worden wäre. Dann hätte sich die innere Luft, statt zu 
condensiren, ausgedehnt; das Quecksilber, das in beiden Zweigen 
anfänglich in den beiden ersten Zweigen dasselbe Niveau hatte, 
würde in dem nach der Atmosphäre zu offnen Zweige sinken; 
x wäre diese Niveau- Differenz und dasselbe x wäre auch die 
Höhe des Quecksilbers im dritten Zweige über seinem Niveau im 
Gefässe. 


Bari, neue phyi, Probltme, 


3 
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Die neue Gleichung lässt sich folgendermassen schreiben: 
2(m-f a) , 2 ap 


4p+^^]x+^=0. 


Man sieht gleich an dieser Form, dass die beiden Wurzeln 
positiv sind, nämlich: 

m+a 



Eine leichte Verwandlung giebt 

_ p . m-f-a 


'M 


1 p , m — a 

\ 2 , 4 am 

1 « ' 3 

/' 9 


a * 3 

Man schliesät daraus, dass diese beiden Wurzeln immer reell 
sind; aber welche von beiden muss mau nehmen? Es ist klar, 
dass 


>p+ 


2 7 » 


Da diese Grösse um so mehr grösser als p ist, so sieht man 
dass 14 . für die Aufgabe keine Geltung haben kann; denn noth- 
wendig erhebt sich das Quecksilber im dritten Zweige weniger 
als im Barometer. x_ ist also der gesuchte Werth. 

Wir haben uns näher auf diese sich an die vorhergehende 
Discussion anschliessende Frage eingelassen, weil sie den beson- 
deren Fall darbietet, dass man zwischen zwei positiven Wurzeln 
wählen muss. Wie die Wahl zu thnn sei, wird einfach durch 
eine Grenze bestimmt, die der verlangte Werth nicht erreichen 
darf. 

22. Wenn h und k den linearen und den kubischen Ausdek- 
nungscoefficienten eines festen Körpers bezeichnen, welchen 

/ c 

Fehler macht man, wenn man h~ setzt? 

u 

Der genaue Werth von h ist yjl-\-k — 1. Wenn man also 


k k 

h—— setzt, so ist der Fehler e=l-f- 
«> 3 

Fehler eine sehr einfache Grenze anzuweisen , verwandeln wir 

^1-j-k in eine Reihe und erhalten 

k ” ■ ~ w • 
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yjl+k. Um diesem 


2.5.8 

'3.6.9.12' 
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Da k viel kleiner als die Einheit ist, so ist die Heike stark 

eonvergent. Da seine Glieder abwechselnd positiv und negativ 

sind, so ist k etwas zu gross, wenn man sich auf das erste Glied 

k 2 & 2 

— beschränkt und der Fehler ist kleiner als das zweite Glied—— 


oder 



Man hat also e< 



•„Wenn man also als linearen Ausdehnungscoefficienten das 
„Drittel des cubischen nimmt, so ist der Fehler kleiner als das 
„Quadrat dieses Drittels.“ 


Z. B, Für Eisen haben Dulong und Petit k 


1 

28200 


gefunden. 


Man nimmt daraus für h den gebräuchlichen Näherungswerth = 

—4—, Der genaue Weitk von h wäre - ■ * - und der Fehler ist 
84600 6 84601 


geringer als 


1 

7157160000' 


23. Wie und mit welcher Electricität kann man eine Leidner- 
Flasche oder Tafel mit einem Electrophor laden? 

Welches ist die Grenze, bis zu welcher die Tafel durch 
dies Verfahren die Electricitäts-Ladung erhält ? Fig. 7. 
Gehen wir erst näher auf die Einzelheiten des Experiments ein. 
Nachdem wir einen Harzkuchen R dur.h Katzeufell negativ 
electrisirt haben, setzt man auf diesen Kuchen eine metallische 
Scheibe M, au welcher ein isolirender Handgriff C sich befindet, und 
man lasse die Scheibe mit dem Erdboden durch einen Stanniolstrei- 
fen sich in Verbindung setzen, der zwischen dem Me. all und dem 
Harzkuchen liegt. Man setze daun die Leidner-Flasche oder Ta- 
fel in JVS auf die Scheibe Al (in der Figur ist der Einfachheit 
wegen eine Leidncr Tafel gezeichnet). Dann hebt man an dem 
Handgriff M mit der einen Hand das System MJ FS und wenn man 
denkt weit genug vom Kuchen entfernt zu sein, berührt man mit 
der andern Hand die obere Platte der Leidner Tafel S. Nach 
dieser Berührung, die von einem Funken begleitet ist, bringe man 
MJVS wieder auf U\ man hebt von Neuem AIJVS und man be- 
rührt wieder S. Diese Operationen wiederhole man eine gewisse 
Anzahl Male. Wenn man endlich nach der letzten Berührung 
von S mit dem Finger der Leidner Tafel an dem isolirenden Griff 

3* 
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D Von M abhebt, so findet man, dass die untere Platte J positiv 
und die obere Platte S negativ electrisch geworden ist; dass S 
ein wenig geringere Ladung hat, als J, und dass die Ladungen 
um so stärker sind, je mehr male man aufgesetzt und berührt hat. 

Es handelt sich nun darum, dies Experiment in Zahlen dar» 
zustellen und nach den bekannten Principien der Keehnung zu 
unterwerfen. 

Während des ersten Aufsetzens von M auf R wird die neu- 
trale Electricität von M und J zum Theil durch die negative des 
Kuchens auseinandergelcgt ; das dadurch hervorgehende negative 
Fluidum wird abgestossea und geht in die Erde durch das Sta- 
niolblättchen E und das entsprechende positive Fluidum wird von 
der unteren Fläche Al angezogen und festgehalten; sodass J nicht 
electrisirt und S keinem Einfluss unterworfen ist. 

Sobald dfj FS aufgehoben und dem Einfluss des Kuchens ent- 
zogen ist, verbreitet sich die freigewordene positive Electricit von 
M zum Theil über J aus , und zerlegt durch die Glasplatte V hin- 
durch die neutrale Electricität in S. Sobald man den Finger der 
S nähert wird diese Zerlegung vermehrt und erreicht im Augen- 
blick der Berührung ihr Maximum. Die positive Electricität, die 
bei dieser Zerlegung sich ergeben, geht dann durch den Körper 
in den Erdboden, und es bleibt in J eine Menge negativer von 
der positiven in JM neutralisirter Electricität zurück. TJebrigens 
begiebt sich der grösste Theil dieser letzteren auf die Fläche 
von J, die an dem Glase V anliegt. Sei £ die Menge der posi- 
tiven Electricität, die in J festgehalten wird, oder mit anderen 
Worten die erste Ladung von J. Die negative Electricität e, die 
in S gehalten wird, ist geringer als die Electricität E. welche sie 
neutralisirt. Setzen wir e—m.E , wo m ein Bruch ist, der von 
der Dicke der isolirenden Platte V abhängt. 

Suchen wir nun das neue Gleichgewicht, welches nach dem 
zweiten Aufsetzen statt haben wird. Da sich der Einfluss der 
negativen Electricität von R jetzt auf das freie Fluidum von M 
und von J ebensogut, als auf ihr neutralisirtcs Fluidum äussert, 
verliert die Platte J einen Theil seiner positiven Electricität E, 
welcher Theil von der den Kuchen berührenden Fläche Al ange- 
zogen wird, und es bleibt auf J nur eine Electricitätsmenge e, ge- 
bunden durch die negative Electricität von 5; und da die neu- 
tralisirte Electricität durch die Platte V hindurch immer densel- 
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ben Bruch m der neutralisirenden betragen muss, ist e = m . e also 
e s= m-E 


Wenn MJVS das zweite Mal abgehoben worden ist, und von 
S von Neuem berührt, überträgt sich auf J dieselbe Quantität E 
des positveu Fluidum, als das erste Mal, weil die schon dort bo- 
findliche Quantität m i C gänzlich durch mE gebunden und keine 
abstossende Kraft auf die zuströmende Electricität' äussern kann, 
sodass in dem Augenblick, wo man S mit dem Erdboden in Ver- 
bindung setzt, auf J eine Menge positiver Electricftät E'=E+ m 1 E 
existirt , und die neue Zersetzung des neutralen Fluidum, die in 
S sich bewerkstelligt, dort eine totale Ladung negativer Electri- 
cität e'=m erzeugt. 

Ebenso sei &' die Menge positiver Electricität, die in J beim 
dritten Aufsetzen zurückbleibt; e ist = me',=m 2 £-f-m 4 £. 

Nach der dritten Abtheilung von S nach dem Erdboden 
hat man in J ... . E‘ — £-J- m 2 £ -f- m*E 

und in S ... . e" mE' = m(E +■ m 2 E + m*£) 

So weiter erhält man endlich nach »i-J-1 maligem Aufsetzen 
und Berühren in J : *) 

1 _ m 2n+2 

£<») = £ + m 2 £ + m«£+m 6 £ + ...m 2n £ = £. 

1 — in* 


und in S: 


t W = m . E W = m . E 


1 — m 2n + 2 


Die Ladungen £ ( ") und eW der beiden Platten wachsen zu- 
gleich mit n. Ist n=00, so werden sie 

„ E , mE 


' (c) 1— m 2 


und et“) = 


1 


m* 


So hat die endliche Ladung der einen oder anderen Platte 
als obere Grenze seine erste Ladung E oder me multiplicirt durch 


den Ausdruck der bekanntlich die Condensationskraft der 

1 — m 2 

leydenschen Platte heisst. 

24. Den Ausdruck für die Geschwindigkeit der Abkühlung 
eines Körpers von kleinen Dimensionen in einem begrenzten 
luftleeren Kaume zu finden. 

Es sei 0 die Temperatur des Eaumes; 0-H die des Kör 
pers; v seine Geschwindigkeit der Abkühlung. Diese Geschwin- 


1) Mao setzt natürlich voraus', dass während der Operation der Harztuchen 

tetneu Verlust seiner eleclritclicu Wirkung erleidet.. 
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digkoit t> ist gleich der Geschwindigkeit der Abkühlung, die er 
in einem unbegrenzten leeren llaume zeigte, vermindert um die 
Geschwindigkeit der Erwärmung, die er durch Ausstrahlung der 
Hülle erfahrt. Sei F (0 + 1) die erstere dieser beiden entgegen- 
gesetzten Geschwindigkeiten, so muss F(0) die zweite sein, weil 
ihre Differenz zugleich mit dem Excess der Temperatur ( zu Null 
werden muss. Wir haben also 

v= F(0 + 0— F(0) 

Aber nach den Experimenten von Dulong und Petit ist der 
Ausdruck v von der Form a&rp u) wo q> (() eine unbekannte Function 
von t und a, eine Constante bezeichnet, di e= a !^ 1,105 = 1,0077 ist. 
Schreiben wir also 

F(0 + O— FlG) = a 9 cp (t) 

Dies ist die von Dulong und Petit erhaltene Gleichung 1 2 ), 
die hier ohne Anwendung der Infinitesimal-Eechnung gelöst wer- 
den soll * «. Setzen wir zunächst 0=o, dann vertauschen wir ( 
mit 0-j-t; wir erhalten 

F(l) — FtO) = rp(i) 

F(0) — F(O) = gr>(0) 

F(0 + 1 ) — F(0) = cp 1 0+0 

Wenn wir die zweite Gleichung von der dritten abziehen, 
erhalten wir 

F(0 -f t) — F(0) =* <p(0 + l ) — q> (0), folglich 
(p (0+ 0 — <p {&)— a®(p (l) ...(4) 

Nachdem wir so die Function F eliminirt haben, setzen wir 
in die Gleichung (A) nach und nach 1=0, 1 = 20, 1 = 30,... 
1 = (x — 1)0. Wir erhalten dadurch nach einander die Kelationea : 

9><2 0) = (a 0 -f 1 )<jp(0) 

91(3 0 ) = <p ( 0 ) + a G cp (2 0 ) = (a 2ö + a 9 +l) 9 >( 0 ) 

y(4 0) = 9>(0) -f a 0 <jp(3 0) = (a 3ö + o ?e + l)9>(0)u.s. w. 


1) Annales de chimie et de physique, l. VII p. 251. 

2) Cauehy hat in seinem Cours d'amtyse im Jahre 1821 rein algebraische Me- 
thoden veröffentlicht, um „Functionen mit einer Variabein, die gewissen Bedingungen 
genügen sollen, zu bestimmen.“ Die folgende Rechnung, die eine Anwendung die- 
ser Meiboden ist, wurde mir von Manchct, aggregirtem Professor der Physik am Cof- 
Uyt de Saint Louis mitgethcilt. 
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9>(n 0) = $>(©)+ ««<*>([»- 1] ©) = (a(’- 1 )«+«(”-2)»+... 
+ o 0 +l)qp(Ö), 

0 «8 1 

uud cp (n0)= "SP(®) 

' a<9 — 1 

und wenn wir nQ — einer Constanten K setzen, erhalten wir hieraus 

cp(0)=V^L(a ß ~- 1) 

a h — l 

und wenn wir der Einfachheit wegen-?-— = m setzen, finden 

a * — 1 

wir <jp(0) = m(a® — 1) 

Man könnte leicht diese Formel auf die Fälle ausdehnen, 
wo n keine ganze Zahl, sondern ein Bruch oder eine incommen- 
surable Grösse wäre *). Man kann sonst die Allgemeinheit der 
Formel erweisen, indem man sie in die Gleichung A substituirt; 
dies giebt 

m(a®+' — 1) — m (a ® — l) = a®m. (a* — 1), eine identische 
Gleichung, was auch t, 0, und m sei. Drum ist endlich die ge- 
suchte Geschwindigkeit ü=TOa®(a< — l), wo m eine beliebige Con- 
stante bezeichnet. 


Fünftes Kapitel. 

Beispiele ton Problemen der Physik, die sich durch Trigonometrie lösen 

lassen. 

25. Wie könnte man durch die Angaben der gemeinen Elec- 
troscope, z.B. von Henley und von Saussure, das Maass der 
eleetriscnen Kräfte bestimmen? 2 ) 

I. Betrachten wir einen sehr dünnen Metallfaden, der die 
Axe eines Cylinders von Gummilack sein soll; er sei vertical ge- 
hängt, und endige oben mit einer kleinen Metallkugel uud unten 


1) S. d.-a Cmirs d'anulysr ton Caurhy, Theil I, Cap. V 

2) Da der Vorztg des Eiei romelers von Cuuluwb ausser aller Frage ist, so ist 
diese Ausdehnung der Anwendung der Electroscope (die schon anderwellig in Nr. 5. 
darge. teilt isi) eher Ihioretiscb, als praktisch. Man muss darum die folgende Rech- 
nung, die ich im Jahre (b28 in den Atwalet de cliimie et pliysique habe ab- 
drucken lassen, nur als eine Uebuog ansehen. 
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durch eine noch kleinere von Hollundermark. Am oberen Ende 
dieses Fadens sei mit einem kleinen Ring noch ein anderer dün- 
ner Metallfaden befestigt, der dieselbe Länge hat und eine IIol- 
lundermarkkugel von demselben Durchmesser wie der erste trägt. 
Im natürlichen Zustande berühren sich diese beiden Kugeln ; wenn 
man aber mit einer electrisirten Probescheibe den oberen Knopf 
berührt, so theilen die beiden Fäden, die oben mit einander in 
Verbindung stehen, den beiden Kugeln dieselbe Electricität mit, 
und die bewegliche Kugel entfernt sich von der Ersten, parallel 
einer Cirkeltheilung , die z. B. auf einer der Seiten des Glasge- 
häuses gezeichnet ist, in dem dies kleine Pendel eingescblossen 
ist *). Wir können von der geringen Menge Electricität absehen, 
welche die Fäden zurückbehalteu , ebenso wie vom Gewicht des 
beweglichen Fadens und nur die gegenseitige Abstossung der bei- 
den kleinen Kugeln in Betracht ziehen, die wir auf ihren Mittel- 
punct reducirt voraussetzen. Die Entfernung der beweglichen 
Kugel wird um so grösser sein, als die Probescheibe stärker elec- 
trisirt war. Aber man weiss, dass die electrische Ladung der 
Scheibe nicht proportional dem beschriebenen Bogen ist; diese 
Ladung müssen wir nun als eine Function des Bogens ausdrücken. 

Es sei F die gegenseitige Abstossungkraft, welche die Kugeln 
in der Einheit der Entfernung auf einander ausüben ; es sei p das 
Gewicht der Holltiudermarkkugel, l die Länge des Fadens dersel- 
ben, 0 der Winkel, den der bewegliche Faden mit dem vertica- 
len macht, wenn das Gleichgewicht zwischen der Abstossung!- kraft 
und der Schwerkraft eingetreten ist. Der Abstand der Kugeln 
oder die Sehne des Bogens, der von dem Hollundermark durchlau- 
fen worden, 1 ist = 2 sin 0, und da sich die Abstossungskräfte 
umgekehrt verhalten, wie die Entfernungen, so ist der Ausdruck 
F 

dieser Kraft = - — . Damit die Kugel im Gleichgewicht 
4/ -sin *1© 

bleibt, muss Gleichgewicht Statt finden zwischen der Composante 
seines Gewichts nach der Tangente des beschriebenen Bogens 
p . sin 0 und der Composante der abstossenden Kraft in der Rich- 


tung derselben Graden nämlich 
wir haben die Gleichung 


F 

4 1 2 sin 2 j 0 


X cos | © ; das heisst, 


1) Diese Conslruclion unterscheidet sich weuig von der des Electroscoj» ?<m 
llenlty. 
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Fc 08 j 0 _ „ s ; n g _ 2 n cos i @ sin i Q voraus wir erhalten 
4t 2 sin 0 v ‘ 

F— 8pl *. ßin 3 .j @. 

Die gesuchte Kraft ist also proportional dem Kubus des 
halben Ausschlagswinkels. Man sieht, dass dieselbe Kraft für 
sehr kleine Winkel fast propoitioual dem Kubus derselben ist. 
Fügen wir noch hinzu, dass fast iu allen Fällen diese Näherungs- 
angabe ausreicht *). 

II. Denken wir uns, dass der vorher fest und mit Lack überzo- 
gen angenommene Faden jetzt frei und beweglich sei, oder mit ande- 
ren Worten, betrachten wir das Electroscop vou Saussure. Wenn 
die beiden Holunderkugelu dieselbe Electricität erhalten, werden 
sie sich von einander entfernen , und wegen der Gleichheit ihrer 
Gewichte p werden ihre Fäden dieselben Winkel 0 mit der Ver- 
ticalen bilden. Ihre Distanz wird dann 2 / sin © und ihre Ab- 
F 

ßtossungskraft ■ . _ sein. Damit sie dem Gewicht der ei- 

4 i 2 sin 1 0 

nen der Kugel Gleichgewicht hält, muss 

. _ F cos© 
psm©=— — also 

4<-sin z 0 

Rill ^ (“) 

F=£pl l — =4pl 2 sin 2 0tg0 sein. 

cos 0 

Die Abstossungskraft für die Einheit der Distanz ist also 
proportional dem Quadrat der Sinus des halben Ausschlagswin- 
kels, multiplicirt mit dessen Tangente. 

Dieser Ausdruck vereinfacht sich , und geht in 4 pl 2 0 * 

pl 2 

oder in -v-(2 0) 3 , wenn die Kleinheit des Winkels 0 es ge- 
A * 

stattet, für sin 2 0, © 2 und für tg 0 auch 0 zu setzen ; woraus 
folgt, dass dann die Kraft F proportional dem Kubus des Win- 
kels der Fäden wird. 

Dieses letztere Gesetz nähert sich um so mehr der Genauig- 
keit, als man dadurch, dass zugleich sin 2 0 = 0 2 und tg 0 = 0 


1) Ein anderes merkwürdiges Ergebniss ist, dass die Spannung des Fadens, 
Fsin 4 0 

deren Ausdruck p cos Q -f- 4 p sm ist , im Falle des Gleichgewichts sich auf 

p redneirt, d. li. sic ist io diesem Falle gleich dem Gewicht der Kugel oder gleich 
der Spannung, die vorhanden ist, wenn die Kugel vcrbcal hängt. 
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gesetzt wird, 2 Fehler macht, die sich entgegengesetzt sind', und 
sich einander theilweise aufheben. Es ist leicht zu beweisen, dass 
© 3 sich von sin 2 0 tg 0 um weniger als um © 5 unterscheidet, 
oder allgemein: „Wenn man den Kubus eines Bogens, der klei- 
„ner als der Kadius ist, statt des Products des Quadrats des Si- 
„nus und der Tangente setzt, der Fehler kleiner, als die fünfte 
„Potenz des Bogens ist.“ l ) 

Bisher haben wir nur die Kraft F berechnet, mit welcher 
die beiden Kugeln sich in der Einheit der Distanz abstossen 
würden. Mau kann daraus leicht das Verhältniss der beiden elec- 
trisclien Ladungen e und e' herleiten, die dem System der beiden 
Kugeln durch eine Probescheibe mitgetheilt worden sind. Denn 
die abstossenden Kräfte F und, F‘ verhalten sich, wie die Pro- 
ducte der clectriscken Ladungen der beiden Kugeln, also wie 

6 ß ß* ß* 

Y X y : sT^IT’ °^ er w * e : e '*‘ ^ en beiden eben be- 
handelten Fällen hat man also die Näherungsrelation 

e : e‘= 0$ : 0'* 

d. h. „die Menge freier Electricität, die den beiden Kugeln eines 
„Electroscops durch dieselbe Probescheibe nach und nach mitge- 
„theilt werden, verhalten sich nahehin wie die Quadratwurzeln 
„aus den Kuben der Ausschlagswinkel.“ Es ist klar, dass dasselbe 
Verhältniss auch für die Mengen freier Electricität besteht, wel- 
che die Probescheibe vor der Berührung mit dem Apparat hatte. 


1) Dieser Salz lässt sich fo'gendermasscn beweisen : 

Es ist tg 8 =»- 8, also sin O > 9 cos 8 
also sin 8* =»- 8’ cos *8*, d. i. 8* (I — sin’S 1 ) 
also um so mehr sin *8 8 1 ( 1 — 8 1 ), also 

sin *8 tg. 8 8* (I — 8 1 ), also 

8 1 — sin *8 tg. 8 -= 8 S ; q. e. d. 

Dazu noch folgende Bemerkung: 

Wir hatten sin *8 »- 8‘ (1 — 8’) . . (d); daraus folgt 
sin 8 s» 8 \T 1 — 8 2 , also auch 

sin 8 =- 8 (1 — 8 : ) . .• (ß); multipliciren wir (d J und (B), so ist 

sin *8 8 1 (l - e 2 ) a . also 

8’ — sin 5 8 ■< 28* — 8 X ; dies Resultat bezieht sich auf den 

torigen Fall, wo nur eine Kugel beweglMi war, und welches den Grad der Annäh- 
rung erkennen lasst, der den verschiedenen beobachteten Bogen enlspr ebt 

Man würde für beide vorstehenden Fehler viel engere Grenzen erhalten, wenn 
man triguomelriscbe Raihen anwenden wollte 
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Dieselbe Rechnung ist zur Ermittelung kleiner magnetischer 
Kräfte anwendbar. 

Eine lange Magnetnadel schwinge horizontal auf einer Spitze 
oder an einem ungedrehten Seidenfaden; sich selbst überlassen 
wird sie sich in den magnetischen Meridian richten. Wenn man 
dann einem ihrer Pole den glaichnamigeu Pol eines langen und 
schwachen Magneten nähert, so wird sich die magnetische Axe 
der Nadel von ihrer anfänglichen Richtung entfernen , und wird 
stehen bleiben, wenn Gleichgewicht zwischen der richtenden Kraft 
der Erde und der abstossenden Kraft der beiden Magnete eintritt. 

Nehmen wir an , dass im Augeublick des Gleichgewichts der Pol 
des festen Magnets den Ort einnimmt , den der verdrängte Pol 
der Nadel vorher einnahm. Sei Fdie Abstossungskraft der beiden Pole 
in der Einheit der Entfernung, © der Ausschlags winkel der Na- 
del, i die Entfernung des Unterstützungspunctes der Nadel vom 
Pole, endlich H die horizontale Composante der einen der Kräfte 
des magnetischen Erdkräftepaars. Wenn wir nur die gegenseitige 
Wirkung der beiden benachbarten Pole in Rechnung bringen, so 
erhalten wir, wie oben, 

- ^ C ' S j — 2 Ilsin 0, also F= l6Ul 2 sin a l 0. 

Dasselbe Resultat also für die magnetische Abstossung, als das 
oben für die electrische im Falle I. erhaltene. 

Man wird leicht begreifen, dass es, um den letzten Apparat 
in ein Electrometer zu verwandeln, hinreicht, eine Holluudermark- 
kugel an das eine Ende der Nadel zu stecken, den Stützpunct 
zu isoliren, und sie, wenn sie im magnetischen Meridian gerichtet 
ist, in Berührung mit einer anderen Hollundermarkkugel zu setzen, 
die fest uud isolirt ist, und der man nach und nach die electri- 
schen Ladungen giebt, die es zu vergleichen gilt. 

26. Welche Bedingung müssen die Winkel eines Prismas er- 
füllen. damit seine Bilder durch inuere Reflexion keine far- 
bigen Ränder erhalten? 

Diese Aufgabe, die in Nr. 16 schon durch die Geometrie 
gelöst ist, lässt sich auch ohne Schwierigkeit durch die Trigonome- 
trie lösen. 

Sei J ein Einfallswinkel, dessen Ebene in der Ebene ABC, 
senkrecht auf den Kanten des Prismas liegt. Sei R der Bre- 
chungswinkel, der dem Winkel J für irgend einen Faibenstrahl 
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X entspricht; nennen wir A und B die Fläehenwinkel , die die 
Seiten des Prismas, durch die der Strahl ein und anstritt, mit der 
Spiegelungs-Seite macht; bezeichnen wir endlich mit E den Aus- 
fallswinkel des Strahls von der Farbe X. Es ist leicht zu sehen, 
dass der Winkel B — A -f /{ der innere Winkel ist, der dem Win- 
kel E Entstehung giebt; daher ist 

sin E = Isin (B — A + R), 

wenn l der Brechungswinkel für die Farbe X ist. Anderweitig 
ist sin J = l sin R. Aus diesen beiden Relationen erhalten wir 
sin£= cos (ß — A) sin / -f sin(ö — A) yjl* — sin 2 ,/) 

Wenn nun die Bilder nicht farbig werden sollen, so müssen die 
durch denselben einfallenden Strahl hervorgohonden Ausfallsstrah- 
len von verschiedener Brechbarkeit unter sich parallel austreten ; 
dies erfordert , dass der Winkel E unabhängig vom Brechungin- 
dex / sei. Es soll nun im Werth von sin E das Glied, das l enthält, 
verschwinden, was auch./ sei. Dies Glied ist sin (B — A)\j '2 2 — sin ~J i 
drum ist die verlangte Bedingung siniß — A) = 0 oderß==A, oder 
in Worten, die Gleichheit der Winkel, die an der reflectirenden 
Fläche anliegen; wie wir es schon oben gefunden haben. Unter 
dieser Voraussetzung ist sin E=sinJ, d.h. dass die Einfalls- und 
Ausfallswinkel gleich sind. 

Wenn B nicht gleich A wäre, würde der Winkel E von einer 
Farbe in eine andere überspielen, je nach dem Grade der Brech- 
barkeit; die verschiednen demselben Einfallsstrahl entsprechenden 
Ausfallsstrahlen würden sich also von einander entfernen, wodurch 
Regenbogen-Farben entstehen. Man wird sich auch leicht über- 
zeugen, dass der Winkel E denselben Werth haben würde, wenn 
die Strahlen ohne innere Reflexion unter dem Einfallswinkel J 
durch ein Prisma gegangen wären, dessen Brechungskantenwinkel 
= B — A wäre. Diese Aehnlichkeit hatte sich uns schon durch 
die geometrischen Betrachtungen in Nr. 16 ergeben. 

27. Wenn ein Lichtstrahl von einfachem Licht durch ein Prisma 
geht, welchen Weg muss er nehmen, damit seine Abweichung 
ein Minimum sei ? l ) (Fig. 8.) 

Es sei BAC ein senkrechter Durchschnitt des Prisma; LJ ein 
einfallender Strahl, J der Einfallspunct, JE der gebrochene Strahl) 

1) Die nachstehende ganz elementare Lösung ist ron dem Verfasser schon 
im I. 1831 in den Annalcs de chimie et de p hysiqui veröffentlicht worden. 
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EM der Ausfallsstrahl; in R mögen sich die verlängerten Strahlen 
LJ und EM schneiden; in JV die in den Pnncten J und E errich- 
teten Normalen. Die Ablenkung des Lichtstrahls ist der spitze 
Winkel ERO . 

Setzen wir 

TfJR = u Pf JE = s' ; NEJ — u' und RAC= a. 

Nennen wir / den Brechungsindex für den Strahl des einfa- 
hen Lichts, um den es sich handelt, so hat man 
sin« = / sin x ... (1) 
sin u' = / sin x ‘ . . . ( 2 ) 

Man findet leicht durch Betrachtung der Triangel der Figur 
*+*' = s, t> = (u — x) + («' — x')=u + u' — a, oder 
v + a = u -f **'. 

Statt der Gleichung (1) und (2) kann man setzen 
sinu -)- sinu' = / (sinx + sinx') und 
sinu — sin «' = / (sinx — sinx'), und für diese: 


2 sin 

u +u' 

2 * 

tt — u* 

cos 

9 ein 

u — u 1 

u + u' 

A 9111 

2 * 

cos 2 


= 2/ sin 
= 21 sin 


. x — x‘ x 4- x' 

m 2 c° 8 g ‘ 


oder endlich 


. u 4 ■ a u — u' , . a 

sia— cos — y- = isin — 

• « + « a . 

cos — - — sm — - — / cos — si 

A A « 


X — X 

cos __ ... (3) 


a . x — x' 
l cos — sin — - — . . . (4) 


Es ist einleuchtend, dass für dasselbe Prisma das Minimum 
von o dem Minimum von a entspricht. Denn da die Winkel 

u, u' spitz sind, so ist u u' «C 180 °, also -* ~j~ ^ <^90°; folg- 

lieh damit der Winkel — seinen kleinsten Werth erhalte, muss 

auch sin^-i-2 ein Minimum werden, das also zu berechnen ist. 

Wir schreiben 

. D + a . . X“®' 

sin — y - = y und sm — y— =s i j 

folglich 

v -f- a , , x — x' . - 

cos — *= Vi — V 2 und cos ' 2 “V 1 — 
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Aus den Gleichungen (3) und (4) leiten wir her: 

. a w — u' / 

in yVl — 2 2 = yc°s — g— =y- J 


l. sin 


ir — u 


sin- 


** \f i 

V 1 — v* " 


f- (1 — y 2 ) (1 — s 2 ) sin 2 — = y» C 1 — S 
und endlich 

(l-yW -< 2 sin 2 -f-) 


COS ' 4 


z 2 = 


• . ( 5 ) 


< 2 (y* — sin*-!f) 

Da y 2 oder sin 1 grösser ist als sin 2 so ist der Nen- 

ner des Ausdrucks positiv; ebenso ist es mit 1 — y 2 . Nun muss, 

wenn z reell werden soll , y 2 > l 2 sin 2 -^- oder wenigstens = I 2 sin 2 *- 

2 2 

oder y = l sin 2 -* sein; isin 2 -^- ist also der kleinste Werth von 
2 2 

y , in welchem Falle z = 0, also x — x ist. Man schliesst daraus, 
dass u=u' und v—2u — a ist. 

„Die Ablenkung des Lichtstrahls ist also ein Minimum, wenn 
„die Einfalls- und Ausfallswinkel gleich sind,“ — oder was das- 
selbe ist — „wenn der innere Strahl senkrecht auf der Halbirungs- 
„ebene des Brechungskantenwinkels steht.“ 

Um den spitzen Winkel v zu berechnen , hat man die Re- 
lation 


sin 


t >— \-a _ 


= / sin - 


2 ’ ’ 


. < 6 ) 


also 


v = 2 Are (sin = f . sin ■ ) 


Anmerkung. Man könnte leicht aus den Gleichungen (5) 

Und (6) folgende zwei Folgerungen ziehen : 

1. Das Licht kann nicht aus einem Prisma austreten, wenn 
sein Brechungswinkel grösser ist, als das Doppelte des Grenzwin- 
kels (d. h. des Winkels, der zum Sinus die Einheit dividirt durch 
den Brechungsindex hat). 

2. Wenn der Brechungswinkel eines Prisma's das Doppelte 
des Grenzwinkels beträgt, so kann das Licht aus dem Prisma nu 
dann treten, wenn es unter dem Winkel von 90° einfällt, 
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Uebrigens sind diese Bedingungen des Austritts bekannt und 
man kann sie leicht durch geometrische Betrachtungen herleiten. 


28. Die Grenze des Verhältnisses zwischen dem Zuwachs des Be- 
fractionswinkels und dem Zuwachs des Einfallswinkels zu finden. 

Es sei t ein Einfallswinkel, und r der Biechungswinkej, der 
von jenem nach dem Gesetz von Cartesius ablmngt; ferner sei k 
der Zuwachs des Winkels r, der einem Zuwachs R des Winkels 
t entspricht; man hat dann 

sin i = l sinr, sin (i -f- h) = l sin (r + k ) 

Die Trignometrie giebt 

sin (* -f- /») — sin » s= 2 sin-^-. cos (»' + , woraus 


sin i -f- h) — sin» 


. h 

smT . h. 
- L - cos (, + _) 

2 


Die Grenze für den ersten Factor ist für abnehmende h die 

Einheit, und für den zweiten Factor cos», also ist sie überhaupt 

für das Product cos »; cs ist also für sehr kleine Werthe von h 

sin (»' + h) — sin i . 

cos», oder 


sin (i + k) — sin i h cos i 
Ebenso ist für ein sehr kleines k 

sin (r + jfc) = Bin r+ k cos r 

Bei gleichzeitigem Abnebmen von h und k erhält man die 
K ährungsgleichung 

sin i + h cos i = l (sin r -f fccos r), oder 
/» cos i = l k cos r, oder 
k cos i 

-r *= , , die verlangte Grenze für das Veihältniss 

h l cos r ° 

k 

d. h. für das Verhältniss der Zuwachse der Winkel rund»'. *) 

29. Welchen Fehler macht man, wenn man bei der Ableitung 
des Brechungswinkels aus dem Einfallswinkel, diesen Win- 


1) Diese Rechnung kann dazu dienen, ohne DifTercntialbeprifTc die Tlieorie der 
sphärischen Astronomie, selbst die der Urennlinien durch Rcfraclion durchzuführen, 
wenn man diese letzte Theorie darsh-llen will , wie es letit in der Corrcsfiondance 
de l'icolt polylfehnique , t II., p. 304 getban hat. Es «öre zu wünschen, dass 
man alle Sitze der Analysis, deren Kenotniss dem Physiker nöthig ist, in die Ele- 
mentarmathematik herabsteigen Hesse, 
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kein selbst das constante Verhältniss beilegt, das zwischen 
ihren Sinus stattfindet? 

Bezeichnen wir durch i und r den Einfalls- und den Bre- 
chungswinkel, durch Z das Verhältniss ihrer Sinus und setzen wir 
für alles Folgende voraus , dass Z > 1 ist. 

Denken wir zuerst, der Winkel i sei gegeben; man wolle 

den Winkel r herleiten und anstatt sin r = zu nehmen, einen 
Näherungswerth r' von r nehmen, mit Hülfe der Gleichung 
r' = — . Sehen wir, wie man den Fehler, d.h. die Differenz >■' — r 

als Function von Z und * ansdrückcn kann. 

Nach einer bekannten Formel haben wir 

sin» 1 sin 3 *' 1.3 sin*» 1.3.5 sin 1 *' 

* ~~1~ +" 2^3 + 2A ~~b~ + 2 . 4.6 + ~7~ + " ’ ^ 


Daraus folgt für »' = — 
sin»' 1 sin 3 * 


Z ^ 2 


1.3 sin *» ( 1.3.5 sin 7 »' t 
+ 274 ~5T + 2.4.6 IT + ’ 


Wenn wir r nach den ungeraden Potenzen von sin r entwickeln 


nnd für sin r 


setzen, so kommt 


sin»' ( 1 sin 3 *' , 1.3 sin 5 * t 1.3.5 sin ’i 
rt= ~T~ + T T H + HÄ ÄH + 2.4.77 Tl r 

Aus diesen letzten beiden Gleichungen erhalten wir 


, _ I / 1 ÜZ 
2 2 * 1 * 


1 Z 2 — 1 sin 3 *' 1.3 Z 1 — lsin** 1.3.5 Z® — lsin 1 * 

2~* 3~ + 274 ~7® 5 + 2.4.6 *1® T~ 


Wir müssen aus dieser Gleichung schliessen, dass die Diffe- 
renz r' — r immer positiv ist, und dass sie für dieselben 2 Wittel 
von sin *i, sin *», sin 1 *, ... abhängt. Es ist leicht für r' — r eine 
obere Grenze durch ein Glied au.'gcdrückt zu erhalten. Wir 
vermehren den Werth der rechten Seite unserer letzten Gleichung 
offenbar, wenn wir statt der Factoren Z 1 — 1, l* — 1, Z® — 1,... 
Z 1 , Z®, Z 6 ,... setzen. Folglich erhalten wir 

* . / . sin 3 * 1 .3 sin *» 1.3.5 sin 7» , \ 

t -r + 274 6- +27476 —+-) 


r‘ — r< — 0 — Bin 0 ••••(*) 
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t I t 

Wegen der Formel sin » = — — - ^ ^ — - 


ist 


i — sin i < 


1.2.3’ 


also um so mehr 


r'-r<y 


1.2.3 

Gehen wir nun zu dem Falle über, wo r bekannt ist, und 
wo man %' = l r setzt, statt, wie es genau wäre, siu i = l sin r. 

Die Grenze des Fehlers r' — r kann uns dazu dienen , nun 
sehr einfach den Fehler t — i‘ zu bestimmen. Unsere letzte Un- 
gleichung nämlich lässt sich schreiben 


l r< l 1.2.3 


oder » — Ir < 


1.2.3 


also 


*-»'< 


[Arcsin (= /sinr)] 3 
1.2.3! 


Anmerkung. Man könnte noch zu einer zweiten Grenze 
von r' — r oder i — t' gelangen, indem man von der Reihe (4) 
ausgeht. Man könnte sie zuerst unter der Form 


• • ■ »./ 1 1 1 . 
-sin^sm 3 «^ 


3 sin 2 » 1.3.5 sin 4 » 


4 5 


2.4.6 7 


schreiben. Daraus schliesst man 

1.3.1 


. . . .,./!• 1 , 

* — sin»< sin s i^ — + 


1. 3.5.1 


oder 


2. 4. 5 T 2. 4. 6. 7 T 

sin i < — 1^ sin 3 i, und nach der Ungleichung (B) 

i ^ i n , \ sin 3 » . / n \ . 

Aber für kleine Werthe sowohl von i als auch von r sind 
diese beiden letztem Grenzen viel grösser, als die beiden ersten, 
nähern sich also den wahren Werthen von r ‘ — r oder von » — t' 
viel weniger. 

30. Welchen Fehler macht man, wenn man bei der Herleitung 
des Brechungswinkels aus seinem Einfallswinkel statt des Ver- 
hältnisses der Sinus das Verhältniss der Tangenten gleich 
dem Brechungsindex setzt? 

I. Es sei der Winkel i bekannt, und r“ der Näherungswerth 
von r, den man erhält, wenn man 

tg» 


tg r“- 


I 


annimmt. Die genaue Relation sinr = 


sm ; 


giebt 


Bar y , neue phyt. Probleme. 


4 
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tg r=>: 


tgi 


yj l 2 + (P—]) tg*i 

tg i . 

Da dieser Werth von tg r offenbar kleiner alB— — ist, so sieht 

man zunächst, dass tg r" > tg r, also auch r" > r ist. Um den 
Fehler auszuwerthen , wollen wir uns vornehmen, eine obere 
Grenze für tg (r" — r) zu bestimmen. Man findet bald 

tg ( r .'_ f ) = . 

tg*»' + 1 JP + (P — l)tg ** ' 
multiplieirt man Zähler und Nenner des Bruches mit 

V* 2 + 0* — 1 ) tg 2 »' -f- /, 

so erhält man nach einigen Beductionen 

(P — l)tg*i 


tg (?" — r) = 


...IC) 


p(\ + tg h) + (P+tgti)Jp + (/*— i)tg** 

Da der Nenner dieses Bruches grösser als 2/ 3 ist , so ver- 
grössert man ihn dadurch, dass man für den Nenner 2i 5 setzt 

und es ist tg (r" — r)< — s — ; was wir suchten. 

Will mau noch wissen , welche von den beiden Grössen 
r" und r‘ (aus No. 29) sich mehr dem r nähert, so kann man von 
der Formel ausgehen: 

// . 


Man hat ferner 


1.3 r 11 




O • 

1 

o 

3 

+ 5 

nsem Fall über 

in 

tg* 

tg 3 *' 

tg 5 *' 

l 

3/ 3 + 

5 1* 

= t_gi_ 

tg 3 * . 

tgjh_ _ 


r - l 

Aus diesen beiden Gleichungen, in denen nothwendig vorausge- 

•Jl 

setzt wird, dass i< — ist, 

4 


(/*—!) tg 3 i (/* — 1) tg 5 * 


3/ 3 


5 P 


Diese Differenz ist immer positiv, also ist 

r">r'>r, 

und daher r' weniger von r verschieden als r u . 

II. Wenn r bekannt ist, und man aus demselben für i einen 
Näherungswerth bestimmen will, indem man sich der Belation 
tgi" = ltgr bedient, so erhält man 
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l(P — l)tg*r 


1 _j_tg*r 4- ( 1 4 - i 2 tg*r) Vl — (p— l)tg*r. 

(Man kann direct zu diesem Ausdruck gelangen , oder ihn aus 

( C ) schliessen, indem man rechts das Zeichen ändert und — statt 

1 

/, und r statt i setzt). Der Nenner dieses Bruches ist grösser 
als 1, also ist 

tg (t — »") < l(P — 1 ) tg*r, was wir suchten. 

Man gelangt auch wie oben zu den Ungleichheiten 
*>*'>»". 

Anmerkung. Hier folge noch eine bessere Annäherung, 
die man zuweilen mit Vortheil zur Bestimmung von r als Function 
von i anwenden könnte. 

Man gehe von der Relation aus: 

tg* 

, tg r = ~ , 

>/l 2 + (l 2 — l)tg*i 

welche man schreiben kann 

P — 1 






Wenden wir hierauf die Binomialformel von Newton an 

l 

(wobei erforderlich ist , dass lg i < . — ist), so hat man 

\P — 1 

tg*/ . , P— 1, , 1.3 iP — lp A A . \ 

*e , + r4— ii— •»*—••••) 

Da die Glieder dieser Reihe abwechselnd positiv und nega- 
tiv sind, so erhält man, wenn man die beiden ersten nimmt, einen 
zu geringen Werth, und die vernachlässigte Grösse wird geringer 
sein, als das dritte Glied. Wenn man nun also setzt 


tgr=^(l-!^tg *i) 


so begeht man in der Ausworthung von tgr einen Fehler, der 


kleiner ist, als 


1 . 3(1 2 — I) 2 
2.41* 


tg 5 * *)• 


1) Dieser Näherungswerth nnd andere von derselben Ordnung könnten, wenn 
sie anf die Refraclion ebener oder sphärischer Flachen angewendel würden, dazu 
dienen, an die Stelle der „ Canstiken durch Refraction “ Curven zu setzen , die in 
einer gewissen Ausdehnung ihnen sehr nahe kämen, und die dieselben l'mkehrpunkte 
bauen. Diese Hilfscurven, die man Penecaustiken nennen kanu, werden einfach ge- 
nug durch Gleichungen des dritten Grades für rechtwinklige Coordinaten ausgedrückt 

4 * 
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31. Wenn Einfallsstrahlen weiseen Lichtes senkrecht auf eine 
der Flächen eines Prisma’s vorausgesetzt werden, welches 
muss sein Brechungskantenwinkel x sein, damit die totale 
Farbenzerstreuung einem gegebenen Winkel t> gleich ist? 
Man kennt die äussersten Brechungsindices L und l der Ma- 
terie des Prisma’s. 


Es wäre leicht , eine genaue Gleichung für dieses Problem 
zu finden. Sie würde aber eine vollständige Gleichung vom vier- 
ten Grade werden. Um diese Complication zu vermeiden, die 
durch Multiplication von Bogen entsteht, die denselben sinus ha- 
ben, will ich mich auf eine Näherungslösung beschränken. 

Es sei Y der spitze Winkel, den ein violetter Ausfallsstrahl 
mit der Normale der Ausfallsebene bildet. Es sei y der Winkel 
für den rothen Ausfallsstrahl; dann ist Y — y der Winkel, den 
man die totale Farbenzerstreuung nennt. Man muss Y — y — v 
erhalten. 

Wenn nun der gegebene Winkel v sehr klein ist, so könnte 
man nach No. 29 Y= Lx und y — Ix annehmen. Daraus folgt 

(L — l)x = v und x — - - V - 

Lt — l 

Um aber eine enger begrenzte Annäherung zu erhalten, ge- 
hen wir auf die Sinusreihe zurück, und die Grundrelation 
sin y = l sin X giebt : 

y y* . y l — ,l s x 3 x* 

1 1 . 2. 8 ' 1 ... 5 " \ 1 ~1.2.3 + 1...5 

Wenn ich die Glieder vom mehr als dritten Grade vernachlässige, 
so bleibt 


Hier kann ich nun, je nachdem ich y in X oder x in y 
ausdrücken will, statt y 3 , l 3 x 3 oder statt x 3 , — setzen, und da- 


SeUl man in diesen Gleicbnngen l — — 1, so könnte man aus ihnen die Eigenschaf- 
ten der Caustiken durch Reflexion herleiten. Der Leser, der diese Rechnungen ohne 
Hülfe der höhern Analysis vornehmen wollte, könnte eine Abhandlung nacblesen, die 
ch in den Annales de eh imie el de physique t. XXI, p. 249 im Jahre 1831 unter 
dem Titel veröffentlicht habe ; Exposition d'une mHhode iUmentaire propre ä obtenir 
les dquations des ddveloppdes orthogenales et obliques des courbet planes. 
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durch den Ausdruck vereinfachen. Hier müssen wir für y a , 
l a x 3 setzen, um y zu eliminiren. Es kommt 

(t 2 — l )* 2 


, / (f 2 — 1)* 2 \ 

— f 1 -)- 


Ebenso erhalte ich 


Y=Lx[ l+ ( --— g^-* )• 


Subtrahiren wir diese Gleichungen, so erhalten wir 

. /r L (L 2 — 1) — Z(/ 2 — 1) , 

v=(L — t)s + ^ x 3 , 


oder 

_ 3 , 6 „ 6 1> _ fi 

X ' L a + LI I* — 1 (L — l) (I 2 +£/ + /*— 1) 

Diese Gleichung vom dritten Grade, die das Glied mit x 2 
nicht enthält, muss man auflösen. Da das Glied mit x positiv 
ist, so hat sie zwei imaginäre Wurzeln, und die reelle Wurzel 
kt, weil das bekannte Glied negativ kt, positiv und zwar 

*=V?-W? 2 +p a + V?— Vg 2 + p 3 , 

wo wir der Kürze wegen 

2 a 3v 

L*+Ll+l a - 1 P ' Xnd (L — l)(L a + Ll + l' — l) =:xq 
gesetzt haben. Der Winkel x kt hierdurch mit einer ausreichen- 
den Genauigkeit bestimmt. « 


Sechstes Kapitel. 

Beispiele von Aufgaben ans der Physik, die sich dnrch geometrische 
Oerter lösen lassen. 

32. Es sei ein Bogen eines reflcctirenden Kreises BAI gege- 
ben, und eine unbegrenzte leuchtende Linie DD', die in sei- 
ner Ebene liegt ; den Ort der conjugirten Brennpuncte dieser 
Graden zu finden. Man kennt den Ort 4 f des reflectiren- 
den Krekes , oder den Abstand CG — a seines Mittelpuncts 
von der Geraden. (Fig. 9.) 

Es sei L ein Punct in der Geraden; ein leuchtender Strahl 
LC, der durch diesen Punct und den Mittelpunct C geht, fällt 
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auf den Punct F und reflectirt sich in sich selbst. Leuchtende 
Strahlen, die von demselben Puncte £ ausgehen und unendlich nahe 
an den Normalen LC liegen, schneiden sich, wenn sie reflectirt 
worden sind, in einem gewissen Puncte M in LC', dieser Punct 
ist bekanntlich der conjugirte Brennpunct des Punctes L. Ebenso 
bekannt ist, dass man in dem vorliegenden Fall die Relation hat 

1 4_-L = i-= i 

1L + 1M~IC f ' 

Nehmen wir als Anfang der rechtwinkligen Coordinaten den 
Mittelpunct des Kreises C und als Axen die Linien Cx und Cy, 
die eine senkrecht, die andre parallel zu DD“. Setzen wir CP = as, 
MP=y , LG— b. 

Daraus folgt -t- 

J£ = 2/+V?+b 5 '> JM=2f—^ + y i 
, * i jl c= £. 

1111 2/-+Va a +i>* + f- 

Um diese Gleichung unabhängig von der Ordinate — b des 
Punctes L zu machen, eliminiren wir b mit Hülfe der Gleichung 

- ss - , wegen der Aehnlichkeit der Triangel LCG und MCP. Man erhält 

a x 

■ x -f- 1 _ 1 

2/ir + a^x 1 -f-t/ 2 2 f — V® 1 + y 2 f 

und nach den gehörigen Reductionen 

js'+y 2 = f^l — ^ j 

Der gesuchte Ort der ähnlichen Puncte wie M ist also eine 
Curve zweiten Grades ; und da der Radiussector CM oder ^x 2 + y~ 
eine rationelle Function der Abscisse x ist, so sieht man, dass 
der Mittelpunct C des Kreises einer der Brennpuncte oder der 
Brennpunct der Curve ist, und dass CX entweder ihre grosse Axe, 
oder ihre kleine oder ihre Axe überhaupt ist. 

Die Figur Ul. bezieht sich auf den Fall, dass die Di- 
stanz a zwischen/ - und 2f liegt, d. h. wo die leuchtende Li- 
nie im Innern des Kreises liegt, jenseits des Mittelpuncts C des 
reflectirenden Bogens BAI , und weiter von C , als C vom Brenn- 
punct F. Die gesuchte Curve ist dann eine Ellipse, deren Ele- 
mente leicht zu bestimmen sind. Der Theil HSH' ist ein Ort 
reeller conjugirter Brennpuncte, und entspricht der Reflexion, die 
auf dem Halbkreis FA T stattfindet. Der Theil ES'E 1 ist ein Ort vir- 


Digitized by Google 



55 


tueller Brennpuncte und entsteht durch die Reflexion , welche 
der Kreisbogen EA'E' von den Strahlen wie L1‘ giebt, die von 
der innem Seite EE 1 * * 4 der Graden herrühren. Der Mitteltheil end- 
lich (EH, und E'W) der Curve ist ein Ort virtueller Brennpuncte 
und ist durch Strahlen gebildet, welche von äusseren Theilen 
ED und E'D herkommen und welche sich auf den convexen 
Seiten der Bogen EY und E'Y‘ reflcctiren *). 

Ich übergehe hier den Beweis für alle diese Einzelheiten, 
um nicht zu weitschweifig zu werden; ebenso überlasse ich dem 
Leser die Discussion der Gleichung (a) und will mich beschrän- 
ken, ihm die wichtigsten Puncte dieser Discussion anzuzeigen. 

Man kann 1) a=2f oder a^>2f setzen, und erhält doch 
noch eine Ellipse. 

2) a = f ; dies giebt eine Parabel. 

3) a<f; man erhält eine Hyperbel. 

4) a = cr, man findet eine Kreislinie, deren Mittelpunct C und 
deren Durchmesser 2 f ist. 

5) a = 0 ; die leuchtende Linie ist seihst der gesuchte Ort. 

Damit sich die Resultate dieses Problems in der Katoptrik 

nützlich an wenden lassen, muss man das Gesagte einschrän- 
ken und die leuchtende Linie auf eine im Verhältniss zum Kreis- 
durchmesser sehr kleine Länge GL reduciren. Man stelle sich 
darauf vor, dass diese Grade LL 6ich um die Axe CA drehe, 
ebenso auch der reflectirende Bogen Al und der Focusbogen MS. 
Diese Rotation wird einen kleinen leuchtenden Kreis, einen sphä- 
rischen Spiegel und eine Umdrehungsfläche vom zweiten Grade 
hervorbringen. Das Bild jedes Pnnctes L wird mit seinem con- 
jugirten Brennpunct M merklich zusammenfallen, wenn das Auge 
des Beobachters in der Nähe der Axe des Spiegels sich be- 
fand. Es folgt daraus, dass in dem speciell behandelten Falle 
das Bild des leuchtenden Kreises vom concaven Spiegel eine Zone 
eines elliptischen Sphäroids ist. Wenn diese Zone sehr klein ist, 
so kann man sie ohne grossen Fehler mit einem Kreise derselben 


1) Der Theil HSll' der Ellipse ist der, welcher die Aufgahc direct löst, so wie 

wir sie bei der Bildung der Gleichung betrachtet haben. Die beiden andern Theile 
der Curve genügen auch der Frage , aber wenn sie unter andern Gesichtspuncten 

betrachtet wird. Es sind dies indirecte Lösungen, die die Allgemeinheit der analy- 

tischen Belraehtangsform zuwege bringt. 
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Basis vertauschen, welcher sie im Gipfel berührte. Mit dieser 
Näherung begnügt man sich in den Lehrbüchern der Physik. 


33. Ein Gefäss, dessen Innenfläche Y durch Rotation gebildet 
ist, dreht sich gleichförmig um seine Axe AZ, die man als 
vertical voraussetzt. Wie müsste die Natur der Fläche Y 
beschaffen sein, damit ein schweres Molekel , das ohne An- 
fangsgeschwindigkeit auf irgend einen Punct M der innem 
Wand gelegt worden, sich parallel mitbewegte, als ob der- 
selbe an dem drehenden Gefässe befestigt wäre? (Fig. 11.) 


Da das Molekel in jedem Augenblick von der Schwerkraft 
und von der Centrifugalkraft Einwirkung erhält, so muss, wenn es 
sich weder erheben noch sinken soll, die Resultante MR dieser 
beiden Kräfte normal auf der Oberfläche Y , folglich auch senk- 
recht in M auf die meridianische Curve OS sein. 

Es sei g die Intensität MG der Schwerkraft, X die Entfer- 
nung M , des Punctes P von der Axe AZ ; J sei die Zeit, die 
da3 Gefäss braucht, um eine ganze Umdrehung um AZ zu machen; 

4 ttP“ jc 

der Ausdruck für die Centrifugalkraft wird dann — — sein. 

Nehmen wir als Unbekannte PN, d. h. die Subnormale auf der 
Axe AZ. Die Aehnlichkeit der Triangel AMN und FMR giebt 
uns die Proportion 


oder 

folglich 
abhängig ist. 


PN: MP -FR. FM. 

An 1 ! 

PN:x = g:- 


t‘ 


PN 


— ff 1 ' 


4 TT 2 


ein Ausdruck, der von x un- 


Die Subnormale ist also constant, welche Eigen- 
schaft die Parabel characterisirt, deren Axe mit der Drehungsaxe 
zusammenfällt, und deren Gipfel in irgend einem Puncte dieser 
Axe ist. Die Innenfläche Y ist also ein parabolisches Sphäroid. 

gl ^ • 

Da man nur den halben Parometer — — - der meridianischen 

in 1 ■ . . 

oder erzeugenden Curve hat, so ist noch eine Bedingung zur völ- 
ligen Bestimmung derselben nöthig. Man könnte z. B. verlangen, 
dass die Parabel durch einen bestimmten Punct M ginge, dessen 
Distanz d von der Axe und dessen Höhe h über einer Horizon- 
talen AX man kennt. Wenn man AX und AZ als Coordinaten-Axen 
der x und x wählt, so würde die Gleichung der Parabel sein: 
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Wenn man noch ausserdem durch den Punct A eine Axe der y 
senkrecht auf ZA I annähme, so hätte man als Gleichung des ver- 
langten parabolischen Sphäroids : 

* 2 + y 2 — ( l ~ h ) 

34. Welche Kichtung muss der Mensch seinen Füssen geben 
(die auf ihre Axen reducirt angenommen werden), damit die 
Standfläche ein Maximum sei? 

Es sei p die Länge des Fusses, oder mit andern Worten (es 
wird die Standfläche sogleich als Paralleltrapez vorausgesetzt) die 
gemeinsame Länge der beiden nicht parallelen Seiten des; Trape- 
zes. Nehmen wir als Axe der x die Gerade, welche dio Fersen 
verbindet, und als Anfang der rechtwinkligen Coordinaten den ei- 
nen Endpunct dieser Linie, z. B. den linken. Nennen wir a die 
bekannte und constante Entfernung, welche die Knöchel trennt. 
Damit das Stand-Viereck ein Trapez sei, müssen die Axen der 
Füsse gleiche Winkel mit der Linie a bilden. Es reicht also hin, 
die Kichtung einer dieser Axen zu bestimmen z. B. die für den 
rechten Fass, oder, was auf dasselbe hinauskommt , den Ort seiner 
Spitze M. Dieser Punct M muss sich zunächst auf der Peripherie 
eines Kreises befinden, dessen Gleichung 

(C) .... (.r — a) 2 -j-p*=p 2 ist. 

Suchen wir die Gleichung einer zweiten Curve, auf welcher 
der Punct M auch liegen muss, damit das Trapez einem Qua- 
drate.6 2 gleich sei, das wir einmal als bekannt annehmen wollen 
Diese letzte Bedingung wird ausgedrückt durch 

xy — b 2 

Also befindet sich der verlangte Punct auf einer gleichseitigen 
Hyperbel, welche die Coordinatenaxen zu Asymptoten hat und 
deren halbe Axe die Diagonale b y ^2 des gegebenen Quadrats 6 1 


1) Dies Resultat ist dem ähnlich, das man für eine schwere Massige Masse er- 
hält, die sich gleichförmig um eine verlicalc Grade dreht. Durch ähnliche Schlüsse 
wie die vorstehenden und mit derselben Figur würde mau linden , dass für diese 
Bewegung die freie Oberfläche der Flüssigkeit nicht eine constante Form behalten 
kann, wenn sie nicht in Form eines parabolischen Spbäroids ausgehöhlt ist. 

Digitized by Google 


58 


ist. Da x und y positiv sein müssen , so beschränken wir uns, den 
einen der beiden Hyperbelzweige zu betrachten, welcher im Win- 
kel der positiven Coordinaten; liegt. Dieser Zweig könnte nach 
und nach den Kreis in zwei Puncten schneiden, ihn berühren und 
endlich ihm nicht mehr begegnen, wenn man, ausgehend von ei- 
nem sehr kleinen Werthe von b diese Diagonale (oder das 
Quadrat 6 2 ) mehr und mehr wachsen lässt. Da nun der Punct 
nur dann construirt werden kann, wenn er dem Kreis und der 
Hyperbel gemeinschaftlich ist, so sieht man, dass das Maximum 
von b 2 oder des Inhaltes des Trapezes der Berührung der beiden 
Curven entspricht. Die Gleichungen ihrer Tangenten sind (wenn 
X und Y die laufenden Coordinaten derselben bezeichnen) 

Y— y~ — ( x — x ) ; Y — y — — — (JT— jr) 

y & 

Für den Punct ( x, y) der Berührung der beiden Curven haben wir 

— - — - = — , oder y 2 — x 2 — a x . . . (D) 

y x 

Diese Gleichung verbunden mit (C) giebt 
x 2 — aX—p l — (a; — o) 2 ; 

, 3 o . a 1 — p 2 

woraus X 1 — x-] — =0 

A A 

und x — + ^ '\a , 2 -f 8p 2 

Der Werth von a:, der der negativen Wurzel entspricht, muss 
verworfen werden, wenn er positiv ist, denn er würde dann klei- 
ner als a sein und wegen der Gleichung ( D ) y imaginär ma- 
chen; ist er negativ, so muss er auch ausgeschlossen sein, weil 
x positiv sein soll; es bleibt also nur der Werth mit positiver 
Wurzel oder X4. statthaft. 

Ich will mich nicht dabei aufhalten den Werth von y oder 
den Maximal-Werth des Flächeninhalts zu berechnen. 

Ich will nur bemerken, dass aus der Form 



in welcher x geschrieben werden kann, augenscheinlich erhellt, 
dass je mehr sich die Distanz « vergrössert , .r gegen a conver- 
girt; sodass also, wenn die Standfläche ein Maximum sein soll, 
die Füsse sich um so mehr dem Parallelismus nähern müssen, je 
weiter sie sich entfernen. 
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Setzt man a = 0, so erhält man x — -?-=■. ; daraus schließet man, 

V» 

wenn die Fersen sich berühren, muss der Winkel der Füsse ein 
Rechter sein, damit das Triangel die grösste Standfläche bietet; 
ein Resultat, das schon aus einem bekannten Satze der Geome- 
trie hervorgeht. 


35. Welches ist auf einer geraden Linie, die zwei leuchtende 
Puncte A und b verbindet, der Punct M, in dem die Summe 
der empfangenen Lichtmengen ein Minimum ist? Man nimmt 
an, dass die Lichtintensitäten der beiden Puncte für die Ein- 
heit der Distanz, b und c, bekannt sind. 1 ) (Fig. 12.) 

Sei a der gegenseitige Abstand der beiden Puncte A und B, 
x die Entfernung des gesuchten Punctes vom Puncte A, und s 
die Summe der Lichtmengen, die ein Minimum sein soll, und die 
man zunächst als bekannt ansieht. Wenn man davon ausgeht, 
dass die Intensitäten einer Lichtquelle in verschiedenen Distanzen 
sich umgekehrt wie die Quadrate dieser Distanzen verhalten, ge- 
langt man zu »der Gleichung 

- ± + =, 

x 2 (a — x) 2 

Man kann statt dieser Gleichung folgende zwei zusammen- 
setzen 



y ~ s („__*) a'-’W- 

wo x und y in jeder von ihnen rechtwinklige Coordinaten , bezo- 
gen auf zwei Axen AX und AY, bedeuten. 

Die Gleichung ( C) characterisirt eine cubische Hyperbel, die 
zu Asymptoten die beiden Axen hat, und deren beide Zweige 
über der Axe X, der eine rechts von der Axe der y , der andre 
links davon, liegen. 

Die Gleichung ( D ) gehört einer Curve der nämlichen Natur, 


1) Die Lösung dieses Problems und des vorgehenden. die auf die Betrachtung 
der Berührung , von Curven gegründet sind, bilden einen Theil einer Abhandlung, 
die ich im J. 1831 über die elementare Bestimmung der Maxima und Minima alge- 

braischer Functionen veröffentlicht habe. (Atmaff.' dt nmlhdmatiqves dt >1. Gergonne, 
I. XXII,). ........ i !* ■ 
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die zu Asymptoten eine Parallele zur Axe der y rechts vom An- 
fangspunct in der Entfernung a von dieser Axe und eine Parallele 
zur Axe der x über dieser Axe in der Entfernung s gezogen 
hat. Die beiden Zweige dieser Curve verbreiten sich unter ihrer 
horizontalen Asymptote und gehen symmetrisch zu beiden Seiten 
ihrer Asymptote herab. 

Es ist klar, dass die rechten Zweige dieser Curven sich im- 
mer in einem Punct schneiden werden , ebenso auch die linken. 
Die Abscissen dieser Durchschnittspuncte , von denen die eine 
grösser als a ist, und die andre negativ, werden Puncten auf den 
Verlängerungen von AB entsprechen. Welches somit auch die 
Summe s sei, es giebt immer zwei Puncte , einen rechts von A B, 
den andern links, die die gegebene Lichtmenge s empfangen. 

Was nun den rechten Zweig der Curve ( C ) und den linken 
der Curve (D) betrifft, so werden sie sich in zwei Puncten be- 
gegnen, wenn die Ordinate der Curve (D) des Anfangspunctes 

nämlich s 5- einen hinlänglich grossen Werth hat, damit es 

einen Durchschnitt giebt. Wenn nun diese Bedingung erfüllt ist, 
so giebt es für die beiden Lichter noch zwei Puncte , die der 

Aufgabe geuügee. Wenn mau aber , uud ab» auch ,-^u.ch 

und nach abnehmen lässt, so kann sich die Durchschneidung in 
eine Berührung verwandeln; und für jeden Werth von 1, der klei- 
ner ist als der, welcher die Berührung bedingt, begegnen sich die 
in Rede stehenden Zweige nicht, und es giebt zwischen den bei- 
den leuchtenden Puncten auf der Verbindungslinie keinen Punct, 
der von ihnen zusammen so wenig Licht erhält. Daraus folgt, 
dass wenn die Hyperbeln sich berühren, die Projection ihres Be- 
rührungspunctes M auf die Axe x der Punct ist, wo die Summe 
der Lichtmengen von beiden Puncten ihr Minimum erreicht. 

Nennt man wieder X und Y die laufenden Coordinaten, so 
findet man leicht für die Tangenten an den Curven (C) und ( D) 
in einem Puncte (an, y) 

r-,— 

Wenn sich die beiden Curven berühren, müssen die Gleichungen 
der Tangenten, die durch ihren Berührungspunct (x,y) gehen, iden- 
tisch sein. Man muss also haben: 
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oder 



folglich 


*_ = V- x 

i — x y c ’ 


*/! T- «fa 


Dies ist der Werth der gesuchten Abscisse, und für das Mi- 
nimum der Summe der empfangenen Lichtmengen erhält man 
nach einigen Reductionen 


a* 

Anmerkung. Bei gewissen Problemen, die man unbe- 
stimmte Aufgaben nennt, wie die in Nr, 32 und 33, sind die geo- 
metrischen Oerter, dieHauptunbekannten, während sie in bestimmten 
Aufgaben, wie die Nr. 34 und 35, nur Hülfsunbekannte sind. Es 
ist klar, dass in dem zweiten Falle man auf geometrische Oerter 
nur recurriren muss, wenn sie die einfachste oder die elemen- 
tarste Lösung eines Problems bieten. 


Fünftes Kapitel. 

Beispiele tob Problemen ans der Physik, die sich durch empirische 
Formeln lösen lassen. 

Dies Kapitel ist die Fortsetzung des vorhergehenden, denn 
die klarste Idee, die man sich von einer empirischen Formel 
machen kann, ist, sie als Gleichung eines durch Experimente ge- 
gebenen geometrischen Ortes zu betrachten. Wenn nämlich ein 
messsbarer Effect von einer Ursache abhängt, deren Intensität sich 
im weitern Verlauf ändert, so gehorcht der Gang des Phänomens 
im Allgemeinen einem gewissen Gesetz der Stetigkeit, und kann 
daher durch eine gerade Linie oder Curve vorgestellt werden. 
Betrachten wir z. B. die Ausdehungen eines Körpers, der mehr und 
mehr erhitzt wird. Nehmen wir dann an, dass 1) auf einer unbe- 
grenzten Horizontalen man den Temperaturen proportionale Abscis- 
sen abschneidet, indem man als Anfangspunct den Punct annimmt, 
der den Nullpunct der Thermometerscale vorstellt, 2) dass man 
an den Enden, dieser Abscissen senkrechte Ordinaten errichtet, 
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die den entsprechenden Ansdehnungen des Körpers proportional 
sind; dass man 3) durch die oberen Endpuncte dieser Ordinaten, 
die hinlänglich nahe an einander liegen mögen, eine stetige Linie 
gehen lässt ; die Gestalt dieser Linie wird unsern Augen die Aus- 
dehnungen des Körpers anschaulich machen. Wenn die Linie 
gerade ist, so wird daraus folgen, dass die Ausdehnungen den 
Temperaturen innerhalb des Beobachtungsraumes proportional sind. 
Wenn sie eine Curve ist, so existirt diese Proportionalität nicht. 
Kehrt die Curve ihre Convexität gegen die horizontale Axe, so 
heisst das, es wachsen die Ausdehnungen schneller als die Tem- 
peraturen; das Umgekehrte findet statt, wenn die concave Seite 
der Curve gegen die Axe gewendet ist. 

Wenn diese Construction beendet ist, kann man sie mit 
Hülfe der Rechnung zu benennen, erklären und zu vervollstän- 
digen suchen. Beim Anblick der Curve wird man schon auf ihre 
Natur rathen. Nehmen wir an, dass die Curve durch den Coor- 
dinatenanfangspunct geht und einem Theil der Parabel des zwei- 
ten Grades gleicht. Man wird dann die allgemeine Gleichung 
y = al+bt 2 (P) 

nehmen, wo f die Temperatur, y den Effect bezeichnet, der von 
ihr abhängt, a und b aber zwei Coefficienten oder Constanten 
sind, deren numerischen Werth man bestimmen muss. Unter den 
Beobachtungsp aaren 

(y',«'). <y".‘"). (y'V"), ( y' y ,i < T ), (yv*), 

die haben notirt werden müssen, wähle man 2 aus, (y‘, <'), (y", ("), 
und die Bedingungsgleichungen 

l'a + C * b — y‘ 

<"a + 4 "2<,=*y" 

werden zur Berechnung von a und b dienen können. *) 

Um sich von der Brauchbarkeit der Gleichung (P) für Cha- 
racterisirung der Curve zu überzeugen, wird man in dieselbe als- 
dann <ni, <i», 4 v ... ftlr < einsetzen, und zusehen, ob die Werthe, 
die man dadurch für y erhält, mit denen von y “‘ , y'*, y v . . . über- 


I) Um mich auf elementare Betrachtungen zu beschranken, sehe ich von der Me- 
thode der kleinsten Quadrate ab. Diese Methode ist übrigens sehr mühsam ; und 
wenn sie auf physicalische Experimente angewendel wird , so wiegt der geringe Zu- 
wachs an Genauigkeit^ meiner Meinung nach nicht die Lange der Rechnungen auf 
die tic mit sich bringt. 

Digitized by Google 



63 


einstimmen. Wenn diese Gleichheit genau oder näherungsweise 
Statt hat, so wird man daraus schliessen, dass (P) die genaue oder 
Näherungsgleichung der Cnrve ist. Wenn man aber eine bemer- 
kenswerthe Differenz zwischen den berechneten und den beobach- 
teten Werthen von y findet, so wird man daraus schliessen, dass 
man sich über die Natur des in Rede stehenden geometrischen 
Ortes geirrt hat. Man wird dann die Gleichung (P) verwerfen, und 
es mit der Gleichung der Hyperbel, oder einer cubischen Parabel 
oder einer logarithmischen Curve u. s. w. versuchen, bis man die 
Gleichung getroffen hat, die sich am besten mit der Erfahrung 
verträgt, oder mit andern Worten, die beste empirische Formel; 
diese Art der Rechnung heisst Interpolation. 

In allen Fällen wird man zu der Bestimmung der numeri- 
schen Werthe der Coefficienten ebenso viele Beobachtungspaare 
gebrauchen, als Coelficienten zu bestimmen sind. Man kann For- 
meln von 2, 3, 4, und mehr Constanten versuchen, je nach der 
Natur des Gegenstandes und nach der Zahl der Beobachtungen, 
über die man verfügen kann. Es scheint wohl zunächst, dass es 
von Vortheil wäre, die Constanten zu vermehren, weil es darauf 
lrinauskommt, sich eine grössere Anzahl von Puncten der Curve 
zu geben. Es steht aber zu fürchten, dass die Rechnungen über- 
mässig complicirt werden und übrigens trifft es sich oft, dass die 
einfachsten Formeln die genauesten sind. 

Die Wahl der Werthepaare oder Werthsysteme, die zur Be- 
stimmung der Constanten angenommen werden, ist von grossem 
Einfluss auf die Genauigkeit der empirischen Formeln. Im All- 
gemeinen müssen diese Paare passend vertheilt sein, nämlich die 
einen gegen die Enden der Versuche, die anderen gegen die 
Mitte. Man muss auch unter denen wählen, die unter den der 
Beobachtung günstigsten Umständen erhalten worden sind. Einige 
öftere Versuche sind nöthig, um die Paare herauszufinden, die als 
Anhaltepuncte dienen sollen. 

Die empirischen Formeln können mit Sicherheit nur in dem 
Intervalle der Beobachtungen angewandt werden, die man zur Be- 
stimmung der Constanten gebraucht hat. Oft reicht die Form 
der Gleichungen hin, zu sehen, dass sie sich nicht über gewisse 
Grenzen ausdehnen lassen. Man darf diese Erinnerung , die von 
der Algebra gegeben wird, nicht unbeachtet lassen. Eine For- 
mel, welche genügend richtig die Aenderung des Volumens des 
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Alkohol zwischen 0° und 78° anzeigt, könnte, wenn man ein we- 
nig weiter unter Null davon Anwendung machte, zu dem Glau- 
ben führen, als erreichte der mehr und mehr erkältete Alkohol 
ein Maximum der Dichtigkeit, gegen — 50 fc z, B., und dehne sich 
dann unter dieser Temperatur aus, was aber der Wirklichkeit 
widerspräche *). Von einer andern Seite giebt es empirische 
Gleichungen, deren Form zeigt, dass es möglich wäre, sie führen 
in keinem Falle zu Fehlern. Man muss sich aber nur mit Vor- 
behalt auf diese Wahrscheinlichkeit verlassen, und man muss ei- 
nige indirecte Prüfungen vornehmen, um die Geltung einer For- 
mel ausser seinen anfänglichen Grenzen zu rechtfertigen. 

Man findet oft mehrere Formeln, welche eine Reihe von Beob- 
achtungen fast mit demselben Grade der Annäherung ausdrücken. 
Dann kann man sagen , dass zwischen gewissen Grenzen die Curve, 
die den Gang des beobachteten Phänomens verzeichnet, sich meh- 
reren Curven sehr nähert, die mit ihr gemeinsame Puncte haben, 
und die sich einander in einem Theile ihres Laufes sehr benach- 
bart sind. Aber da diese Curven sich hernach von einander mehr 
und mehr entfernen können, so folgt, dass gewöhnlich ihre Glei- 
chungen von einer gewissen Grenze an aufhören tibereinzustimmen, 
die die Beobachtungen noch nicht erreicht haben, und sobald die- 
ser Zwiespalt sich zeigt, so vermehrt er die Unsicherheit des Re- 
sultats, wenn man nur eine dieser Formeln nähme und von ihr 
Anwendung über den Raum der Beobachtungen hinaus machen 
wollte. Bisweilen verringert man die Fehlermöglichkeiten, wenn 
man unter den aus beiden Formeln genommenen entsprechenden 
Werthen die mittleren Werthc nimmt. Dies muss man thun, wenn 
man Grund hat anzunehmen, dass die eine der Curven sich zu 
schnell gegen die Abscissenaxe hebt oder senkt, während das 
Umgekehrte für die andre Curve Statt hat. 

Ich habe im Eingang gesagt, dass man in der Wahl einer 
Gleichung durch eine vorläufige Zeichnung geleitet würde. Aber 


1) Diese Bemerkung ist überhaupt gegen die parabolischen Formeln des zwei- 
ten und dritten Grades 

^ y = at-(-lil 2 oder y — a 1 -f- bl 2 ct * 
gerichtet, oder gegen die parabolischen Exponentialgleichungen 
y — Am al+bi 1 oder y — dm at+bt 1 
Formeln, mit denen man oll Missbrauch getrieben. 
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man kann sich sehr oft diese Zeichnung ersparen. Denn die An- 
zeichen, die sie darreicht, sind ein wenig unbestimmt, ausser in 
dem zu seltenen Falle, wo die erhaltene Linie eine deutlich aus- 
gesprochene Art der Krümmung hat, übrigens ist auch die wirk- 
liche Form der Curve nicht leicht zu treffen, wenn die Zahl der 
bekannten Puncte, durch die sie gehen muss, unzureichend ist. 
Wenn man eine Gewandtheit in dem empirischen Calcul erlangt 
hat, so leitet die Analogie oder sogar eine Art von Instinct zu 
sehr glücklichen Formeln, ohne dass man sich die Mühe genom- 
men hat, die Beobachtungen, die man interpoliren will, zuvor zu 
cons trauen. 

36. Eine empirische Relation zwischen den Temperaturen, 
die das Quecksilberthermometer zeigt, und den entsprechen- 
den, die man an den Ausdehnungen der trocknen Luft misst, 
zu finden. Man kennt die folgende vergleichende Tabelle, 
die von Dulong und Petit aufgestellt ist: *) 


Grade am Thermometer 
mit trockener Luft, nach 
der Correctur wegen der 
Ausdehnung des Glases. 

Grade des gewöhnlichen 
Quecksilber-Thermorae. 
ters in Glas. 

— 36 

— 36 

0 

0 

100 

100 

148,70 

150 

197,05 

200 

245,05 

250 

292,70 

300 

350,00 

360 


Da das Luftthermometer und Quecksilberthermometer zwi- 
schen — 36° und 100 w in Uebereinstimmung sind, so betrifft die 
Frage nur die Temperaturen über 100°. Da die gegebene Ta- 
belle nur eine kleine Zahl Temperaturen zur Vergleichung dar- 
bietet, so ist eine Interpolation nothweudig, damit man aus den 
zwischen 100° und 350 beobachteten Resultaten beliebig viele da- 
zwischenliegende herleiten kann. 

Es seien zwei Thermometer, das eine für Quecksilber, das 


1) Annalet de chimie et de p hysique, tab, VIU., p. 118. 
Barf, neue phyi, Probleme, 
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andere für Luft so graduirt, dass sie gemeinschaftlich 0* und 
100° zeigen. Ich bezeichne durch ( die Anzahl Grade, um wel- 
che das Quecksilberthermometor sich über 100° erhebt, und durch 
0 die, welche zu gleicher Zeit das Luftthermometer angiebt. Wir 
rechnen also dio Temperaturen ( und 0 vom Anfangspunct 100° 
an. Ich nehme an , dass ( und 0 unter sich durch die Relation 
verbunden sind: 


t =a©-f "&© 2 

und ich bestimme die (konstanten a und 6 durch die beiden 
Beobachtungspaare : 

I (=100 i ( = 260 

j 0 = 97,05 j 0 = 250 

Ich finde a — 1,0243; 6 = 0,0000628, 
folglich (=1,0243 0 + 0,0000628 0* .... (P.) 

Ich versuche noch die Formel 

a© 


deren Coefficienten ich mit Hülfe derselben Paare berechne. Man 


erhält 


und 


Wenn ich 


39767 , _ 38820 

a_ 2,33 5 b ~ 2,33 ; 

39767 0 


a0 
6 — 0 

( = 


‘ 38820 — 2,33 0 ^ 

in eine Reihe entwickle, erhalte ich 


/ 0 , 0 * , 0 * . \ 
+ + * * j 


0 


Dies ist eine geometrische Progression, deren Index — ist, und die 

0 

folglich in dem Grade convergirt , als — < 1 oder 0 b 

ist. Setzen wir Zahlen für die Buchstaben, so habe ich für (fl) 
( = 1,02439 0 + 0,0000615 © 2 + 0,00000000369 © 3 + . . . 


Da dio beiden ersten Glieder dieser Reihe sehr wenig von den 
Gliedern in (P) verschieden sind, so kann man die Uebereinstim* 
mung von (P) und (fl) voraussehen. Es bleibt also zuzusehen, 
ob die beiden Formeln auch mit der Erfahrung Übereinkommen. 
Diese Prüfung giebt folgende Tabelle: 
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Grade des Lufltherm. 

Grade des QaecksilbeHhermonieters. *) 

nach Correct wegen 

Beobachtet von 

1 Berechnet nach I 

Berechnet nach 

d. Ausdehn. d. Glases. 

Dulong und Petit. 

(P). 

CH). 

100 

löo 

100 

100 

148,70 

150 

150,03 

150,034 

197,05 

200 

200 

200 

245,05 

250 

249,896 

249,893 

292,70 

300 

299,715 

299,71 

350 

360 

360 

360 


Die grösste Abweichung beträgt nur 0°,285 für die eine der 
Formeln, und 0°,29 für die andere; sie sind also gleich zulässig. 
Ich habe nicht nöthig zu erinnern, dass man sie nieht unter 100° 
anwenden darf. 

Wenn man 0 in 1 mit Hülfe der Gleichung einer Parabel 
ausdrücken wollte, so könnte man (P) nach 0 auflösen, oder bes- 
ser, man geht von den nämlichen Paaren aus und schreibt 

0 = af+6t 2 * 

und findet a = 0,9761 und b~—~ 0,000056 
und folglich 0 = 0,9761 < — 0, 000056t® . . . (P 1 ). 

Die Gleichung (fl) hat vor (P) den Vorzug, dass sie 0 un- 
mittelbar als rationelle Function von t giebt. Die Gleichung (fl), 
nach 0 aufgelöst, wird 

38820t 

39767 + 2,33 t 

Man würde ohne Mühe erkennen, dass (P') den zusammen- 
gehörigen Beobachtungen mit derselben Zuverlässigkeit entspricht 
als (fl). Die Formeln (P), (fl) und (P') erlauben also mit einer 
grossen Annäherung Luftthermometergrade in Queeksilberthermo- 
metergrade zu übertragen und umgekehrt. 

37. Eine empirische Relation zwischen den Elasticitäten des 

Wasserdampfes über 100° und den entsprechenden Tempe- 
raturen am Luftthermometer zu bestimmen. 

Erste Aullösung. Dulong und Arago haben die Elasti- 
cität des Wasserdampfes über 100° durch die Formel 
!t=(l +0,7153 j:) 5 (ß) 

1) Die Formel (P) ist auch einfach und genauer als die, deren sich Avogadro in 

seiner Schrift Mdmoire $ur la Icusion de la vtipeur mercuriellc ( Annalei de cliimie 

el physique, l, XL IX, p, 387) bedient hat. 


5 * 
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ausgedrückt ; y bezeichnet hier die Elasticität in Atmosphären von 
0, m 76 und x die Temperatur von 100° an auf der Quecksilber- 
thermometerscale gerechnet, 100 0 als Einheit angenommen. 

Es würde hinreicheu , um das Problem zu lösen , wenn man 

x = setzte und l durch einen oder den andern seiner Werthe 

als Function von 0 gemäss der vorigen Nr. ersetzte. Die Trans- 
formation von ( B ) wäre aber zu complicirt. Wir wollen lieber der 
Gleichung (ß) ihre Form lassen und nur den Coefficienten 0,7153 
verändern. Dieser Coefficient ist nach dem äussersten Falle der 
Beobachtungen 

x = l,2415 und y = 23,934 

berechnet. Es reduciren sich nun nach der Formel (fl) der vori- 
gen Nummer 224,° 15 des Quecksilberthermometers auf 220, °32 

0 

des Luftthermometers. Wenn ich also — t und (1 ar) s 

setze, so habe ich zur Bestimmung der neuen Constanten a das 
Beobachtungspaar 

i = 1,2032 y = 23,934 
und also die Bedingungsgleichung 

23,934 =(1 + 1,2032 a)* 

Daraus finde ich a = 0,7373 

und y = (l -f-0,7373*)* .... (5) 

Dies ist der gesuchte Ausdruck, wo i die Temperatur am 
Luftthermometer von 100 an gerechnet, für 100° als Einheit ist. 

Allemal, bevor man die Formel (6) annimmt, muss man ihre 
Uebereinstimmung mit der Keihe der Beobachtungen festatellen. 
Man würde erkennen, dass diese Uebereinstimmung sehr befrie- 
digend ist, wenn man (b) auf 11 Beobachtungspaare *) anwendet, 
die Dulong und Petit für ihre Formel (ß) gebraucht haben. Der 
Leser, der diese Rechnungen machen wollte, müsste die beobachteten 
Temperaturen in Luftthermometergrade übertragen; die Formel 
fl) in Nr. 36 würde ihm zu diesem Beh uf dienen. 

Zweite Lösung. Die Elasticität des Wasserdampfes Über 
100° kann auch durch die Formel 


log y — 


5,247 ( 
348,23+ t 


(L) 


1) Annales de chimit el de physique, I. XLIll, p, 109. 
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dargestellt werden, wo < dieselbe Bedeutung, wie in der vorigen 
Nummer und y dieselbe Bedeutung, wie in (ß) hat. Die Con- 
stanten in (£) sind mit Hülfe der Werthcpaare berechnet worden : 
J (=33°, 3 l < = 124o,5 

/ y=2“',8705 j y = 23 «',934- 

Diese Formel, auf die oben erwähnten 11 Beobachtungspaare 
angewendet, genügt beinahe ebenso genau, wie (ß), wovon 
man sich überzeugen kann. Dies vorausgesetzt , will ich a priori 
durch Combination von (£) mit der Formel ( H) der vorhergehen- 
den Nr. zeigen , dass man y als Function von 0 mit ganz dem 
nämlichen Grade -der Annäherung als eine Function von t aus- 
drücken kann, ohne die Form von (L) zu verändern, also durch 
blosse Aenderung der Constanten. 

Wenn man in der Gleichung 


< durch 


a 0 

6 — 0 


logy= 


a't 

b‘ + l 


ersetzt, so erhält man 


Iogy = 


aa 

a — b 




66 * 
a — b 


7+0 


a"0 


oder l°g!/ ~ ~ ;T ~ , e ' n Ausdruck von der 

a +0 

nämlichen Form, als der vorausgesetzte, und welcher log y fast 

mit demselben Grade der Annäherung geben wird, weil ^ sehr 
nahe = t ist. 

Setzen wir für a, 6, a‘, 6', die Zahlenwerthe ein , so finden 
wir 


und also 


o" = 


aa 


a — 6 


= 5,356 




l°g!/ 


5,356 0 
347+0 


(0 


Bemerken wir jetzt, das wenn man in der Formel (0) < = 33,3 
setzt, man 0 = 32,444 erhält, und, wenn man <=124,15 macht, 

Digil 


3d by Google 



70 


man 0 = 120,32 herleitet; ferner, dass (/) für 0 = 32,444 y = 
2,8705 und für 0=120,32 y — 23,934 giebt. Diese beiden Re- 
sultate, die man voraussehen musste, zeigen, dass man die Con- 
stanten a" und b" der Gleichung 


log V — 


a"G 


b“ +0 

auch mit Hülfe der beiden Beobachtungspaare 


0 = 22,444 
y = 2,8705 


0 = 120,32 
y = 23,934 


hätte bestimmen können, ohne auf die Formel (//) zurückzugehen 
und dadurch auf dieselbe numerische Gleichung ( l ) gekommen 
wäre, (1) existirt nun unabhängig von (//). Indem man aber ( l ) 
von (Z.) und (fl) ableitet, wie ich es gethan habe, ist man im 
Voraus sicher, dass (1) mit den Beobachtungen nahehin ebenso 
gut als (/,) in Uebcreinstimmung sein muss, und man neue Rech- 
nungen und comparative Tafeln nicht weiter nöthig hat. 

Ebenso zeigen die beiden Lösungen, die ich eben ausgeführt 
habe, den Unterschied, dass die erfahrungsmässige Probehaltigkeit 
der Formel (6) nur a posteriori nachgewiesen werden kann, wäh- 
rend sie für die Formel (/) a priori klar ist. 

Die Vergleichung der Formeln (1) und (ft) ist namentlich in- 
teressant, wenn man sie über den Raum der Beobachtungen hin- 
aus sich erstrecken lässt. Für 50 Atmosphären wäre die Tem- 
peratur des Dampfes gemäss der Formel (i) 261°, 207 des Luft- 
thermometers , nach (6) wäre sie 200°, 954. Die Differenz dieser 
Werthe ist nur ein Viertel Grad. Die Gleichungen (1) und (5) 
fahren also fort mit einander auf eine ziemlich weite Strecke von 
der oberen Grenze der Beobachtungen aus noch übereinzustim- 
men; woraus man vermuthen kann, dass wenn die Experimente 
weiter getrieben worden wären, (f) und (b) ziemlich getreu die 
Beobachtungen wiedergegeben haben würden', die man bei Tem- 
peraturen über 220° gemacht hätte 1 ), ( l ) und ( b ) scheinen we- 
nigstens bis auf 50 Atmosphären zulässig. 


1) Man müsste wohl diese Wahrscheinlichkeit für eine Gewissheit 
ansehen, da sie auf der Uebereinslimmung zweier Formeln gegründet ist, ganz ana- 
log andern Wahrscheinlichkeiten , die alle Menschen ohne Weiteres für sicher neh- 
men. So ist man , wenn man viel Aehnlichkeit zwischen zwei Bildern einer unbe- 
kannten Person von verschiedenen Malern gemalt, findet, zu glauben geneigt, d«M 
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38. Eine empirische Relation zwischen den cubischen Aus- 
dehnungen des Glases über 100° und den entsprechenden 
Temperaturen am Luftthermometer zu finden. Man hat als 
mittleren Coefficienten der cubischen Ausdehnung des Glases 


für 0*> — lOO» 


38700 


, 0 °— 200 » 


36307 


und 0°- 


-300° — — . 
32900 


Es sei y die Ausdehnung der Volumeneinheit des Glases, das 
von 0° bis 1° des Luftthermometers erhitzt worden ; v bezeichne 
das, was diese Einheit für die Temperatur (° wird. Ich ver- 
suche die beiden Fonnein 

”' ld lo e ’=^=~r 

Indem ich mich auf das erste und dritte Beobachtungspaar stütze, 
habe ich die Werthsysteme 

( 1 l 3 

] y — 387 \ y — 329 

ll = 100) (t=300\ 

388 332, 

387 ) V ~ 329 

daraus leite ich her 


y— 


loge = 


t 

41600 — 29 1 
0,015246 < 


<*) 


1461,63 


t 


(0 


Jeder dieser Ausdrücke kann nur einer Probe unterworfen 
werden, weil man nur drei numerische Data hat, von denen 
zwei zur Bestimmung der Constanten gedient Raben. Die Aus- 

2 

dehnung des Glases von 0° — 200° ist ———oder 0,0055086 na 

ob3, 07 

der Erfahrung; 

sie wäre =0,0055866 nach (fc) 

und =0,005587 nach ( l ). 

Die Abweichungen dieser beiden Werthe sind respective 
0,0000780 und 0,0000784. 


jedes dieser Bilder dem Original gleicht; man hat freilich nicht die volle Gewissheit' 
Man kann noch das Beispiel von zwei Zeugen anführen, welche ohne sich verabre- 
det zn haben, das Nämliche aussagen; oder das von zwei Uhren, die beliebig ge- 
nommen sind, und in demselben Augenblick dieselbe Stunde zeigen u. s. f. 
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Diese Abweichungen sind beinahe von gleicher Kleinheit. 
Es ist also erlaubt die eine, wie die andere Formel anzunehmen. 
Man würde auch leicht ihre Uebereinstimmung darlegen, wenn 
man y und v in Reihen verwandelte. 

Man würde finden, dass ein Ausdruck von der Form 
y=al-{-bl- 

mit den nämlichen Werthpaaren, wie (h) und (i) berechnet, nicht 
so gut mit der mittleren Beobachtung übereinstimmen würde. 

Die Formel (A) wäre bei jedem Experiment anwendbar, wo 
eine Umhüllung von Glas über 100° erhitzt wird, und man sei- 
ner Ausdehnung Rechnung tragen müsste. Ich erwähne als Beispiel 
die Correctionen , die die Anwendung des von Dumas erfundenen 
Apparats erfordert, um die Dichtigkeit der Dämpfe zu messen. 


39. Bis zu welcher Temperatur < des Luftthermometers müsste 
man bei 0 0 gleiche Volumina Glas und Platin erwärmen, 
damit ihre Ausdehnungen gleich sind? Man kennt die mittle- 
ren Coefficienten der cubischen Ausdehnung des Glases von 
0° — 100°, 0° — 200° und 0° — 300° aus der vorigen Nr. Man 
kennt auch die mittleren Coefficienten der Ausdehnung des 


Platins von 0° — 100° und von 0° — 300°, nämlich 


37700 


und 


36300' 


Die verlangte Temperatur ist augenscheinlich zwischen 100° 
und 300°. Diese Temperatur kann übrigens nicht genau erhal- 
ten werden, aus Mangel an hinreichenden Daten. Es handelt sich 
hier also nur um eine Annäherung. 


Die Ausdehnung y des Glases von 0° bis l° ist mit ( durch 
die Formel (A) in Nr. 38. verbunden. Nehmen wir an, dass eine 
Gleichung von der nämlichen Form zwischen 1 und der Ausdeh- 
nung y' des Platins existirt. Wir berechnen daraus die Constan- 
. ten mit Hülfe der beiden gegebenen Ausdelinungscoefficienten ; 
dies giebt 

V ~ 38400 — 7 1 ' * ’ ' 

eine Formel, die man nicht prüfen, sondern nur nach der Ana- 
logie zulassen kann. 
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Damit y=y‘ sei, muss man haben 

l t 

41600 — 29( — 38400 — 7«’ 
woraus man berechnet (=145®, 45. 

Bemerken wir nur noch im Vorbeigehen , dass (/»') bei der 
Correctur der Luftthermometerbeobachtungen dienen könnte, wie 
auch bei dem Platinbehälter, den Dulong und Petit vorgeschlagen 
haben, um hohe Temperaturen zu bestimmen. 


40. Durch eine empirische Formel die Veränderungen auszu- 
drücken, die die specifische Wärme des Eisens zwischen 100° 
und 350° des Luftthermometers zeigt. Die mittleren specifi- 
schen Wärmen des Eisens sind nach Dulong und Petit: 


0,1098 von 0®— 100° 0,1218 von 0° — 300°, 

0,1150 von 0°— 200° 0,1255 von 0® — 350°. 

Ich nehme als Einheit der Wärme die Wärmemenge, die 
ein Gramme destillirten Wassers verliert oder gewinnt, wenn es 
sich um einen Centesimalgrad abkühlt oder erhitzt. Diese Menge 
kann man zwischen 0® und 100® als constant ansehen. Nach 
dieser Definition gewinnt ein Gramme Eisen von 0® auf 100® 
gebracht 0,1098 X 100 oder 10,98 Wärme - Einheiten. Sei y die 
Zahl der Wärmeeinheiten, die er erhält, wenn man ihn von 0° 
bis 100° + 0® erwärmt. Ich setze 

y — 10,98 -f- aO -f- 60 2 , 

wo die beiden Constanten a und b zu bestimmen sind. Ich weiss, 
dass 1® Eisen von 0® auf 200 erwärmt 200 X 0,1160 = 23 Wärme- 
Einheiten aufnimmt; für 0=100 muss also y= 23 sein. Ferner 
Weiss ich, dass es durch Erwärmung von 0° auf 350® 43,925 
Wärme-Einheiten aufnimmt; also für 0=250 habe ich y— 43,925. 
a und b also werden durch die Beobachtungspaare 
.0 = 100 .0=250 

i y- 23 i y = 43,925 


erhalten. Ich leite daraus die Gleichung ab 

y= 10,98 + 011248 0 +0,0000772 0» . . . (P) 
, «'0 

oder in der Form y = 10,98 — J— die Gleichung 


y = 10,98 + 


b, — c'0 
39599,89 0 


34875 — 1930 


(H) 


Um die empirische Genauigkeit jeder dieser beiden Formeln zu 
prüfen, mache ich 0=200 in (P); ich erhalte daraus y = 36,564 
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Ich dividire dies durch 300, und erhalte als mittlere specifische 
Wärme für 0° — 300° den Quotient 0,12188; er überschreitet die 
beobachtete Zahl 0,1218 nur um 0,00008. 

Man würde nach (ff) auf gleiche Weise als mittlere specifL 
sche Wärme des Eisens für 0° — 300° finden 0,12172, welche 
Zahl um 0,00008 geringer als die beobachtete ist. 

Die Formeln (P) und (ff) sind also gleich zulässig, da sich 
beide gleich wenig von der Beobachtung entfernen, die nicht zur 
Bestimmung des Constanten verwandt worden ist. Da die eine 
Abweichung positiv, die andere negativ ist, so ist die halbe Summe 
genau der beobachteten Zahl gleich. 

Zwischen 0° und 400° wäre die mittlere specifische Wanne 
des Eisens nach (P) 0,12918 und nach (ff) 0,12956. Die Ana- 
logie macht wahrscheinlich, dass das arithmetische Mittel genau 
ist, nämlich 

0,mi8+0,12 ! .56 =0|12937 

Wenn man (P) oder ( U ) annimmt, so berechnet man leicht 
den Wärmeverlust, den 1^ Eisen für eine Abkühlung um 0 — 0' 
erfahrt, d. h. wenn es sich von 0 auf ©' abgekülilt hat. Da für 
y‘ und 0' die Gleichung (P) wird 

y‘ = 10,98 +0,11248 0' + 0,0000772 0' 2 , so erhält mau 
durch Subtraction 

y — y‘ = 0,11248 (0—©') + 0,0000772 (0 2 — ©'*), 
welches der verlangte Ausdruck für den Verlust ist. Die mittlere 
specifische Wärme des Eisens in dom Intervall von 100° -j- 0'° 
und 100°+ 0° wäre augenscheinlich 

=0,11248 + 0,0000772 (© + ©') 

Wenn das Eisen nach seiner Abkühlung nicht mehr 1° über 
0°, sondern 1° unter 0° warm ist, so ist der Wärmeverlust von 
100° + 0° auf t° 

0,1098 (100:— ()+0,11248 0+0,0000772 0 2 ... (Q 
Denn da die specifische Wärme von 0° — 100° keine merklichen 
Aenderungen erleidet, so kann man 0,1098 (100 — 0 für die beim 
Uebergang von 100° auf t° abgegebene Wärme anseh en. Wenn 
man endlich (C) durch 100+ 0 — ( dividirt, so wird man die mitt- 
lere specifische Wärme des Eisens in dem Intervall von 1° bis 
100° + 0° erhalten. 
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Dieselben mittleren specifiscben Wärmen, und Wärme -Ver- 
luste liessen sich eben so leicht auch mit der Formel (£F) be- 
rechnen. 


41. Eine Temperatur, die zwischen 100° und 400° liegt, 
durch Eintauchen eines Metallringes in kaltes Wasser zu er- 
mitteln. 


Die pyrometrisclie Methode, die ich jetzt auseinander setzen 
will, unterscheidet sich von der bekannten nur dadurch, dass ich 
auf die Veränderungen der specifiscben Wärmen der Metalle 
Rücksicht zu nehmen versuchen werde. 

. Ich bezeichne durch 100 -\-x die Temperatur eines warmen 
Körpers nach dem Luftthermometer, und ich setze voraus, dass 
ein Eisenring, dessen Gewicht m ist, eine hinlängliche innige Berüh- 
rung mit diesem Körper gehabt hat, um seine Temperatur ge- 
nau anzunehmen. Man taucht diesen Ring in eine grosse Masse 
kalten Wassers, dessen Gewicht p und dessen Anfangstemperatur 
< ist; wenn die Ausgleichung der Temperaturen erfolgt ist, beob' 
achtet man die Temperatur 0 der Mischung. Die Gleichung des 
Problems wird nach der vorigen Nummer sein 
m [0,1093 (100 — (') -J-0, 11248x4- 0,0000772 x 1 ] =p (E) 

oder auch 


- [0,1008 (.00-0 +5^^] (•' - 0 .... (V) 


Man löse diese Gleichungen nach x auf, und nehme das arith- 
metische Mittel zwischen dem Werth von x aus ( E ) und der po- 
sitiven Wurzel der Gleichung (£'). Dieses Mittel zu 100° addirt 
giebt annähernd die verlangte Temperatur. 

Man könnte ohne Mühe diese Lösung genauer machen, wenn 
man noch auf die Erwärmung des Gefässes und auf das Wasser 
Rücksicht nähme, welches verdunstet. 


Wenn die gesuchte Temperatur über 400° ginge, so würden 
die Gleichungen ( £ ) und (E‘) noch gleichzeitig Anwendung er- 
leiden. Aber je weiter man sich von 400° entfernt, desto un- 
sicherer werden die Resultate. 


Da sich das Eisen an seiner Überfläcko oxydiren kann, so- 
wohl durch Berührung mit der Luft, als auch mit dem Wasser, 
so stände zu fürchten, dass diese Oxydation zuweilen merkliche 
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Fehler verursachte. Wenn man darum hohe Temperaturen mes- 
sen will, so muss man wohl zu Metallen greifen, welche Luft, 
Wasser und Wärme nicht verändern können, z. B. Silber und 
Platin. Aber für jedes dieser Metalle besitzt man nur zwei 
Beobachtungspaare, statt dass man bei Eisen Über deren vier ver- 
fügt. Denn Dulong und Petit haben die mittleren specifischen 
Wärmen für Silber und Platin nur von 0 0 — 100 0 und 0 0 — 300° 
angegeben '). Man kann also nur Formeln mit zwei Constanten 
anwonden, wie z. B. 

y=aT -f IT*, y= 

wo T die Temperatur des Körpers von 0° an gerechnet und y 
die Anzahl der Wärme-Einheiten ist, die er bei der Abkühlung 
von T° auf 0 8 verliert. In Ermangelung directer Prüfungen bie- 
tet die Analogie ein Mittel über die Zuverlässigkeit, die diese 
Formeln verdienen und über den Vorzug zu urtheilen, den die 
eine vor der andern verdient. Es genügt, sie deshalb auf das 
Eisen anzuwenden, indem man von den Beobachtungen für 0° — 

100 und 0° — "300 0 ausgeht. Man wird finden, dass für das Ei- 
sen 1) diese beiden Formeln an Genauigkeit den Formeln ( H ) 
und (P) der vorigen Nummer nachstehen, 2) die gleichseitige Hy- 
perbel | y = besser als die Parabel (yx*aT-\- bl'*) sich 

eignet, um die Abhängigkeit der Wärmeverluste von den Tempe- 
raturen der Abkühlung darzustellen. Wenn es wahrscheinlich ist, 
dass diese Resultate sich auch auf andere Metalle erstrecken, so 
wird man auch für Silber und Platin die Hyperbel der Parabel 
vorziehen müssen. Man erhält dann für Silber 

3403,27 T 
y ~ 63800—27 T 

, Ä . 118,925 T 

and füi Platin y = - ia g = r 

Wenn man erwägt, dass die specifische Wärme des Platins 
mit der Temperatur weniger schnell zunimmt, als die des Silbers, 
und dass ausserdem dies erstere Metall viel strengflüssiger ist, als 
das zweite, auch den meisten chemischen Agentien besser Wider- 
stand leistet, so wird man sich lieber eines Ringes von Platin, 

1 ) Annalts de chimie et de phyiiqut, t. VII. p. 148 . 
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als eines von Silber bedienen, um ein Immersions- Pyrometer an- 
enfertigen. 


Wenn man T die Anfangs - Temperatur des Platinringes nennt 
und die anderen Bezeichnungen aus dem Vorstehenden beibehält, 
so kann man T mit Hülfe der Gleichung des ersten Grades 


/ 118,925 T 
\ 3G50 — T 


— 0,0335 l 



— I) 


bestimmen, welche Gleichung übrigens die Correctionen er- 
fahren muss , die weiter oben für (E) und für (£') erwähnt wor- 
den sind. 


42. Eine kleine Metallkugel, in deren Mittelpunct ein Ther- 
mometer steckt, erkaltet in einem Medium, dessen Tempera- 
tur constant 12°, 2 ist. Man beobachtet die Temperaturen 
dieser Kugel zu verschiedenen an einer Secunden-Uhr beob- 
achteten Zeiten. Eine empirische Relation zwischen den 
Temperaturexcessen t und den Zeiten 0 mit Hülfe folgen- 
der von Biot aufgestellten Tabelle zu finden : ■) 


Beobachtete 

Zeitpuncte. 

Beobachtete 

Temperaturen 

01*49' 40“ 

53° 

53' 50" 

51<> 

1 A 1' 10" 

48° 

12' 0" 

44» 

24' 30" 

40° 

38' 20" 

36« 

47' 0" 

340 

56' 30" 

32° 


Ich will versuchen , die Excesse t der Temperaturen der 
Kugel durch die Ordinaten einer gleichseitigen Hyperbel darzu- 
Btellen, welche die Zeiten 0 zu Abscissen hat. Die Gleichung der 
Curve ist dann von der Form * 


t= r— 


a 0 
6 ~+© 


1) Biot bat diese Reihe von Beobachtungen in den Alpen auf dem Hospice 
des grossen St. Bernhard mit einer Kugel von vergoldetem Kupfer angestellt, unter 
einem Baromelerdruck von 0, m 5741. ( Traili de physique, t. IV, p. 621.) 
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Wenn ich von den drei Werth paaren 
| T=40°,8 iT — t = 13° 
j 0 = 0 j 0 = 34', 83 


ausgehe, so finde ich 
l = 40,8 


63, 600 
135, 57 + 0 


j 2’ — ( = 21° 

j 0=66', 83 


(ff) 


Biot hat seine Beobachtungen, indem er sich auf das erste 
und dritte Beobachtnngspaar stützte, durch die New ton’ sehe For- 
mel ausgedrückt: 

log j=log40,8 — 0,004698410 . . . (A). 

Ich will diese Formeln mit der Erfahrung vergleichen, indem 
ich folgende Tabelle aufstelle: 


Abkühlung der Metallkugel in der Luft: 


Zeiten , in Minuten 
au sged rückt 

^ Beob. Temperaturen 

! Temperaturen 
nach (//) 

Teraperatnren 
nach (JV) 

0,'00 


53°, 000 

53°, 000 

4,17 


51, 102 

51, 201 

11,50 

48 

48, 026 

48, 227 

22, 33 

44 

44, 006 

44, 244 

34, 83 

40 

40, 000 


48, 67 

36 

36, 199 

36, 298 

57, 33 

34 

3 1, 098 

34, 143 

66, 83 

32 

32,000 




nach (//) 

nach (A) 

Mittlere 

Abweichung 

0*,054 

0*,163 

Grösste 

Abweichung 

0, 199 

0, 298 


Es folgt aus dieser Tabelle, dass alle Beobachtungen, die 
nicht zur Bestimmung der Constanten gedient haben, genauer durch 
(fl) wiedergegeben werden, als: durch (N). Obgleich man also 
sich in Temperaturgrenzen bewegt hat, die dem Newtonschen Ge- 
setz günstig sind, so wird die Abkühlungscurve der Kugel mit 
grösserer Genauigkeit durch die Hyperbel als durch die logarith- 
mische Curve dargestellt. 


1) Mittlere Abweichung jeder Formel ist die arithmetische Summe aller 
seiner Abweichungen dtvidirt durch die Zahl der Beobachtungen. 
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Schluss-Bemerkung. 

Die Probleme dieses Kapitels sind ein Auszug aus einem 
Manuscript, betitelt: Nouveaux essais d’interpolation sur la 

chaleur, das ich der Academie der Wissenschaften den 19. Sept. 
1836 vorgelegt habe. Ich will hier einen Theil des Begleitschrei- 
bens mittheilen, das ich an den Präsidenten der Academie ge- 
richtet habe, weil dieser Passus die Nützlichkeit der Interpolatio- 
nen hervorhebt und dadurch als Ergänzung zu dem vorstehenden 
Capitel dienen wird. 

„ .... In diesem Werke stellt der Verfasser den Gang der 
verschiedenen Phänomene, die von der Temperatur abhängen, durch 
empirische Formeln dar, von denen die einen neu, die anderen 
zwar schon angewandt sind, aber zu anderweitigem Gebrauch oder 
unter verwiekelteren Formen. Er geht nach und nach die mei- 
sten Zweige des Studiums der Wärme durch, und nach einer kur- 
zen Beschreibung jeder Experimentir-Methode wendet er die Rech- 
nung auf numerische Werthe an, die von den besten Physikern 
bestimmt worden sind. Oft hat er versucht, dieselben Reihen von 
Beobachtungen durch mehrere einander sehr unähnliche Formeln 
auszudrücken, und hat derselbe diese Formeln unter sich und mit 
der Erfahrung durch Tabellen verglichen; er hat gezeigt, wie sie 
dienen können , gewisse interessante Zahlen zu geben, die nicht 
direct zu beobachten waren , brauchbare Tafeln anzufertigen, die 
Angaben mehrer Instrumente zu corrigiren, die von verschiedenen 
Physikern über denselben Gegenstand unter verschiedenen Um- 
ständen gemachten Beobachtungen vergleichbar zu machen , viele 
Fragen in grösserer Allgemeinheit oder mit grösserer Schärfe zu 
lösen, als es bisher geschehen , endlich einige Principien zu prü- 
fen , die gemeiniglich in der analytischen Theorie der Wärm« 
zugelassen werden , . . . “ 
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Achtes Kapitel. 

Beispiele tob physikalischen Problemen, die dnrch die Infinitesimal' 
Rechnung gelöst werden. 

43. Auseinanderzusetzen, warum die Dichtigkeit des Wassers 
für zwei von der Temperatur des Dichtigkeits-Maximum in 
der Nähe desselben gleichweit abstehende Temperaturen merk- 
lich dieselbe ist; desgleichen warum die Dichtigkeit des 
Wassers in derselben Nähe sehr langsam abnimmt. 

Diese beiden Eigenschaften sind allen Maximis und Mini- 
mis einer stetigen Function mit einer Variabein t eigen. Wenn 
nämlich ( um -f-/i oder — h sich ändert, so giebt die Taylorsche 
Formel 

f{i±h)-no = + 4/"(0+ u f “U±TJ7ö rii) +••• w 

Wenn nun f(i) ein Maximum oder Minimum ist, so ist f*(i) 
e=0, und also reducirt sich (2’) auf 

fo± h) - m = ~ r (o ± —g r (o + — 

und wenn h sehr klein ist,' sodass h 3 und alle höhern Potenzen 
von h im Vergleich zu h 1 vernachlässigt werden können, so 
bleibt näherungsweise 

ein Resultat, das vom Zeichen von h unabhängig ist. Mag nun 
also in der Nähe eines Maximum oder Minimum die Variable 
um eine gewisse Grösse zu- oder abnehmen, der Werth der 
Function erleidet nahehin dieselbe Aenderung. 

Die Taylorsche Formel zeigt auch, warum eine Function zu 
beiden Seiten eines Maximum oder Minimum sich sehr langsam 
ändert. Denn da in beiden Fällen /”({) = 0 ist, so hängt die Dif- 
ferenz / - (t±Ä)— /•(«), welche = f" (l) + jAj-jj f '“( 0 + • • • • 

wird, vornehmlich von h 1 ab, wenn h sehr klein ist; während 
wenn kein Maximum oder Minimum vorhanden ist, f‘ (() im All- 
gemeinen nicht Null ist, und man die vollständige Reihe (7') hat, 
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woraus man schliesst,,dass dann die Grössenänderung der Func- 
tion überhaupt von dem Bruch h und nicht von dem Quadrat /»* 
allein, Einfluss erhält; das Wachsen oder Abnehmen der Func- 
tion muss dann also schneller als in den Fällen des Maximum 
oder Minimum vor sich gehen. 

Es ist klar, dass diese Betrachtungen sich auf die Dichtig- 
keit des Wassers anwenden lassen, weil diese Dichtigkeit eine 
stetige Function der Temperatur t, und diese Function eines Ma- 
ximums fähig ist. Was das Intervall der Temperatur betrifft, 
auf welches sich diese Resultate beschränken, so kann darüber 
nur das Experiment entscheiden. Man hat festgestellt, dass die 
Dichtigkeitsänderungen nach den beiden ausgesprochenen Gesetzen 
ungefähr auf 8°, d. h. 4 U über oder unter dem Maximum, folgen. 


44. Zwei Körper A und A\ welche anfänglich dieselbe Tem- 
peratur haben, erkalten zugleich in einem Mittel von con- 
stanter Temperatur mit ungleichen Geschwindigkeiten. Nach 
welcher Zeit wird der Unterschied der Temperataren dieser 
Körper ein Maximum sein? 


Nehmen wir an, dass jeder dieser Körper dieselbe Tempe- 
ratur in allen seinen Puncten habe, und dass A und A‘ von ein- 
ander weit genug entfernt, dass sie auf einander keinen erwär- 
menden Einfluss ausüben. Da die beiden Körper von derselben 
Anfangstemperatur ausgehen, in derselben Zeit ungleiche Abküh- 
lung zeigen, endlich aber auf eine gemeinsame Temperatur kom- 
men, nämlich auf die des umgebenden Mittels, so ist die Diffe- 
renz ihrer Temperaturen anfangs Null, dann nimmt sie erst zu 
dann ab, bis sie wieder Null wird. Diese Differenz muss also 
durch ein Maximum hindurchgehen, welches ein aufmerksamer 
Beobachter wohl unmittelbar beobachten könnte, dessen Werth 
und Zeitmoment aber leichter sich durch Rechnung ergiebt. 

Es sei T der Anfangs - Excess der Temperatur der beiden 
Körper. Nehmen wir an, dasB man T kenne, und dass man mit 
einer Secundenuhr die Excesse der Temperatur des Körpers A 
am Ende zweier verschiedenen Zeiten beobachtet habe ; diese Da- 
ten dienen zur Bestimmung der Coefficienten « und b der Formel 



(ff), 


wo t den Temperaturexcess nach einer Zeit © (Siehe die vorige 


B ary , neue phyt. Probleme. 


6 
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Nummer) bezeichnet. Zwei ähnliche Beobachtungspaare für den 
Körper A‘ bestimmen die Coefficienten der Formel 

( = T— ■ “ & .... (ff') 

6+0 

Nenneu wir d die Differenz (' — ( am Ende von ©Minuten: 
so hat man 

a 0 a‘ © 




6 + 0 6'+~0‘ 


d d 


Damit nun d ein Maximum sei, muss seine Ableitung — — = 0 

d © 

sein*), und man erhält: 
a b 


a‘b‘ 


= 0 . 


(6 + 0) 2 ( 6 '+ 0) 2 

Man erhält daraus 

, / — T 'Ja *' 1 — ba‘ 

^ a‘ b ‘ — v ab 

* _ (^« 6 ' — V a 6') 3 
— 6 ' — 6 


Der vorstehende Ausdruck für 0 ist die Zeit, am Ende 
welcher die Temperatur -Differenz ihr Maximum erreicht und <5 
ist der Werth dieses Maximum. 

Unsere Lösung setzt solche numerische Daten voraus, dass 
sich die Formeln (ff) und (ff') bis auf die in Frage stehenden 
Temperaturexcesse erstrecken. Indem wir die llesultate nach 
der Formel (ff) mit mehreren Keihcn von Abkühlungsgcscliwin- 
digkeiten, die Dulong und Petit beobachteten, zusammengehalten 
haben, hat sich uns herausgestellt, dass sie für Excesse zwischen 
200 0 und 20 0 mit der Erfahrung übereinstimmen. Wenn die 
Excesse kleiner als 20® wurden, musste man auf das Newton- 
sche Gesetz zurückgehen, d. h. die Formeln gebrauchen: 
l=zTm~ e l'= l'tn 1-0 

Man erhielte dann 


0 = 


log ( ln m 1 ) — log (ln m) 
log m 1 — log m 


1) Hier wie in Nr. 34 und 35 würde man zur Bedingung des Maximum dnrcli 

die Betrachtung der Berührung zweier Curvcn gelangen. Wenn man . — » 

b - f- 

gesetzt, und y und x als rechtwinklige Coordinatcn ansieht, so würde man finden, 
dass das gesuchte Maximum dem Contacl zweier gleichseitiger Hyperbeln entspricht, 
deren Gleichungen t/m und u — d* 4- sind. 

h-L. 9 1 
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wo in die Neper’schen Logarithmen und log gemeine Logarithmen 
bedeutet. Man bekäme die Maximum-Differenz, wenn man diesen 
Werth von ©in den Ausdruck T (m 1 ® — m~ ®) einsetzte. 


45. Die Abkühlungsgeschwindigkeit in einem leeren Behältniss 
zu bestimmen. 


Dies Problem ist schon in Nr. 24 durch Algebra gelöst wor- 
den. Man behalte die Bezeichnungen dieser Nummer bei, und 
gehe von der transformirten Gleichung 

cp (0 -f- t) — <jp ( 0) = a° (f (<)... (^1) 
aus, wo jede der beiden Seiten ein Ausdruck für die Abkühlungs- 
geschwindigkeit v ist. Wenn mau die Ableitung von (4) nach 0 
nimmt, so kommt 

< jp'(0 + l) — (p‘ {®) = cp S (p(l) ln a 
Sei nun 0 = 0; dann ist 

q >‘ (0 — <jp' (0) = (p (j) ln a 

Setzt man nun (p(i)=y und <^'(0) — b, so hat man 

-~ = b + y ln a 
di 


oder dt — ; woraus durch Integration 

ylna + b' 6 

y Ina b = c.a 1 .... (ö) 

wo c eine willkührliche Constante bezeichnet. Um b oder <jp'(0> 
zu bestimmen, leitet man aus U 



I 


ab; macht man I = 0 , so wird der Ausdruck links = cp 1 (0) oder 
*= b, der Ausdruck rechts =c. Man hat also 6=c, und die Glei- 
chung (ß) lässt sich schreiben: 




oder wenn man y durch rp(l) und durch m ersetzt, 

T Ina 

(p{l) — m {a‘ — 1) 

wo m eine willkührliche Constante ist. Man schliesst daher 

v — ma ® (a‘ — 1 ) 

Anmerkung. Die Infinitesimal -Rechnung würde gleicher 
Weise dienen, die Probleme Nr. 27, 28, 34 und 35 aufzulösen. 
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Wir haben aber gerade die elementarsten Lösungen Vorlieben zu 
müssen geglaubt. 


46. In einem Centrifugal- Apparat gebt durch eine kleine durch 
den Mittelpunct durchbohrte Elfenbeinkugel ein dünner po- 
lirter Eisenstab AB horizontal; die Kugel kann mit weniger 
Reibung au diesem Stabe gleiten. Man giebt dem System 
eine gleichförmige Rotationsbewegung um ein verticale Axe, 
die durch die Mitte des Stabes geht, und man sieht die Ku- 
gel durch diese Bewegung angeregt sich gegen das eine der 
Enden von AB hiubegeben. Man fragt, welches ist dann 
die Trajectorie des Mittelpuncts der Kugel? (Fig. 13.) 


Wir wollen die Kugel klein genug annehmen, damit in dem- 
selben Augenblick alle seine Theilchen durch nahehin gleiche Cen- 
trifugal kräfte sollicitirt werden. Wir sehen dabei von der Reibung 
und dem Widerstande der Luft ab. 

Es sei als Pol der Mittelpunct des Stabes 0 angenommen; 
dieser Punct ist fest, weil er in der Iiotationsaxe liegt; als feste 
Linie wählen wir die Axe des Stabes in seiner Anfangslage AB. 
Wenn diese Axe in eine beliebige andere Lage A'B' gelangt ist, 
die mit AB den Winkel © bildet, sei OM oder r der Radius-Vec- 
tor des beweglichen Mittelpuncts. r und 0 sind die polaren Coor- 
dinaten der gesuchten Curve. Bezeichnen wir durch T die Zeit, 
die ein Punct des Systems gebraucht, um eine ganze Umdrehung 
zu beschreiben ; diese Zeit sei bekannt. Das Centrum der Kugel 


in seiner Lage M wird mit einer Geschwindigkeit MI' oder 


2 n v 
1 


, nach der Tangente des Kreises bewegt, dessen Radius OM ist, 

oder mit anderen Worten nach dem Perpendikel auf den Radius- 

Vector OM-, zu gleicher Zeit bekommt dies Centrum eine Geschwin- 

4 n ^ v . . . 

digkeit MF— — — — durch die Centrifugalkraft. Nennen wir m 


die Winkelgeschwindigkeit 


2 n 
~T~ ’ 


die Resultante der beiden recht- 


winkligen veränderl ichen Geschwindigkeiten mr und m 2 r wird sein 
V»» *r 1 -f- m *r s oder 

Folglich ist diese G schwindigkeit MN dem Radius -Vector 
proportional. Da sie augenscheinlich nach der an der Trajectorie 
gezogenen Tangente gerichtet ist, so ftird der Winkel NMF oder a, 
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den sie mit der Richtung der Oentrifugalkraft MF macht, kein 
anderer sein, als der Winkel der Tangente mit dem Radius-Vec- 
tor und man weiBS, dass dieser Winkel genügt, um die Natur 
der Curve zu bestimmen. Man hat 

mr 1 

Tga = — = — 

m-r m 

Der Winkel also, den die Tangente mit dem Radius - Vector 
bildet, ist constant; eine Eigenschaft, die die logarithmische Spi- 
rale characterisirt. Diese besondere Art Spirale ist also die Tra- 
jectorie des beweglichen Mittelpuncts. 

_ Man würde als Polargleichung der Curve erhalten 

f 

mö — m — 
r o 

wo r 0 der Anfangsradius -Vector OJ ist, und ln die natürlichen 
Logarithmen bezeichnet. Da die Bewegung gleichförmig ist, so 
hat man, wenn { die seit Beginn der Bewegung verflossene Zeit 
bedeutet, 

1 r 

&=ml, also 1 = —zln — 
m* r„ 


Diese beiden Gleichungen werden die Lage des Mittelpuncts 
der beweglichen Kugel am Ende einer beliebigen Zeit finden 
lassen. 


47. Strahlen von einfachem Licht, die von einem Puncte in 
der Axe einer Umdrehungsfläche kommen, treffen auf diese 
Fläche, brechen sich dort, und treten in das durchsichtige 
Medium , welches sie begrenzt. 

1. Welches muss die Natur der Fläche sein, damit alle 
gebrochenen Strahlen ihrer Axe parallel sind? 

2. Welches muss die Natur der Fläche sein, damit alle 
gebrochenen Strahlen sich in demselben Puncte ihrer Axe 
durchschneiden ? 

Da die Strahlen , nachdem sie gebrochen sind , nicht aus der 
Meridian -Ebene, die durch ihre Anfangsrichtung gelegt ist, her- 
austreten, so wird es genügen, die Natur der Meridian-Curve oder 
der erzeugenden Curve zu kennen, damit die Umdrehungsfläche 
vollständig bestimmt sei. „ 

Nehmen wir als Abscissen-Axe die Axe des durchsichtigen 
Körpers. Der leuchtende Punct sei auf der negativen Seite der 
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Abscissen-Axe gelegen, d. b. zur linken des Ooordinaten- Anfangs- 
punctes. Die rechtwinkligen Ooordinaten des leuchtenden Punc- 
tes sind danni — a und 0. Es seien x und y die Ooordinaten 


eines beliebigen Einfallspunctes. Setzen wir 


d y _ 

dx 


p; dann ist be- 


dx 1 , • 

kanntlich oder die Tangente des Winkels, den die in 

dy p 

diesem Puncto auf der brechenden Curve errichtete Normale mit 
der Axe der x macht; nennen wir den Einfallswinkel /, den 
Brechungswinkel R ; ferner sei sin sin ff; endlich seien x\y‘ 

die laufenden Ooordinaten. Dann ist die Gleichung eines Ein- 
falls-Strahls 

*/' = — f— O' + a) 

x « 

und die Gleichung der Normale in x, y 

. 1 , i 

y — y— (x — x) 

V 

Man wird daraus ohne Mühe als Gleichung des gebrochenen Strahls 
, p(x-\-a + py ) — wi 


y —y- 


(x‘ — x) 


X + a+py+pm 
herleiten, wo zur Abkürzung 

V i 2 [(a: + a) 2 + t/ 2 ] (1 + J> 2 ) — O + a + py) 2 = m 
gesetzt worden ist. Setzen wir in diese Gleichung y' = 0, um den 
Punct zu finden, wo der gebrochene Strahl die Axe der x trifft. 
In dieser Voraussetzung ist 

x 1 — ( P x ~y ) (x + a-h py)-m(x-\-py) 
p(x + a + py) — m 

Wir wollen nun zunächst die Relation suchen, die Statt ha- 
ben muss, wenn alle gebrochenen Strahlen unter sich und mit der 
Axe der x parallel sind, x' muss in diesem Falle unendlich, und 
also sein Nenner =0 sein; wir haben daher 
p(x + a +py) — m = 0, 

woraus wir, wenn wir für m und p ihre Werthe setzen, erhalten 

(x-}-u) dx + y dy =^ldxij (x + a) 2 -j-y 2 > 
die Differentialgleichung der verlangten Curve. Um sie zu inte- 
griren, bringen wir sie auf die Form 

(a -f a) dx + ydy 

. — = Idx ; 

Vts-f«» 2 + y 2 

dann erhalten wir, wenn c die willkührliche Constante bezeichnet, 
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V o* + a )~ + 1 / 2 = /x + c, 

die Gleichung der Curvc iu endlichen Grössen. Diese Curve ist 
vom zweiten Grade; sie liat als Brennpuuct den leuchtenden 
Punct und als Brenn- Axe die Abscissenaxe (S. d. Gleichung (a) 
in Nr. 32). Für x = — a sei y—c, d. h. nennen wir c die Or- 
dinate, die durch den Brennpunct geht, oder den halben Parame- 
ter der Curvc, dann ist 

C = /a + c 

un ^ V(# + «) 2 + y 2 =Ux + a) + c 

oder y 2 — (f 2 — 1 ) (a: + n) 2 + 2/c (a;-(-o) — c 2 =0 .... ( A ). 
Diese Gleichung, die man vereinfachen könnte, wenn man a = 0 
setzt, characterisirt eine Hyperbel oder Ellipse, je nachdem f 2 >l 
oder l 2 1 ist. 

1. Betrachten wir den Fall, wo f 2 >l oder mit anderen 
Worten den Fall, den Durchgang in ein stärker brechendes Me- 
dium. Es sei a die halbe Quer -Axe der Hyperbel und ß die 
halbe andere Axe. Man findet leicht 


ct a 


woraus man erhält 


Man hat also alle Elemente der Construction dieser Curve, wenn 
inan den Index der Brechung l kennt und sich einen halben Pa- 
fp 

rameter c oder — gegeben hat, der ganz willkührlich ist. Das 


O 

Verhältniss der Axen — = Jl 2 — 1 ändert sich nur mit l ; der- 
er 

ans folgt, dass für dieselben beiden Mittel und für dieselben Gat- 
tung Licht alle Hyperbeln, welche die Frage lösen, ähnlich sind. 
Man muss noch die Proportion bemerken: 

2 V ct- + P 2 ': 2a =1:1, 

welche ausgesprochen werden kann: Die Entfernung der beiden 
Brennpuncle verhüll sich zur Transversal- Axe, wie der Sinus des 
Incidenzwinkels zum Sinus des Refractionswinkels 1 ). 


1) Descartcs hat in seinem achten Disconrs seiner Dioplrik das Problem syn- 
thetisch gelbst, das wir hier analytisch behandeln. Er stützt sich auf folgenden Satz, 

den er sehr einfach durch die Geometrie beweist: 
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Was das doppelte Vorzeichen -f- in der Formel (.4) anlangt, 
so entspricht es den beiden symmetrischen Lagen, die jede Hy- 
perbel haben kann, die eine zur Hechten, die andere zur Linken 
des leuchtenden Punctes. Wenn man die beiden reellen Scheitel 
der Curve zur Rechten des Punctes gelegen annimmt, so muss 
man das untere Zeichen wählen. 

Bemerken wir noch, dass wenn Lichtstrahlen vom linken 
Brennpuncte einer unserer Hyperbeln auf den linken Zweig auf- 
fallen, sie sich nicht werden parallel mit der Trans versalaxe, bre- 
chen; denn da die Normale in irgend einem Puncte dieses Zwei- 
ges die Axe zur Linken des strahlenden Brennpunctes schneidet, 
wird die Verlängerung des gebrochenen Strahls der Axe zwischen 
diesem Focus und dem Fusspunct der Normalen begegnen. Den- 
ken wir uns nun den linken Zweig hinweg, und dass die von 
seinem Brennpunct ausgehenden Strahlen die convexe Seite des 
rechten Zweiges treffen, so wird die Brechung sie alle parallel 
mit der Queraxe machen. 

Umgekehrt, wenn Strahlen zuerst das stärker brechende Me- 
dium parallel der Transversalaxe unserer Hyperbel durchlaufe^ 
und auf die concave Seite ihres rechten Zweiges treffen, so schnei- 
den sie sich alle nach ihrem Durchgang durch das andere Me- 
dium im Brennpunct des linken Zweiges. 

2. Nehmen wir den Fall durch, wo ( l < 1 ist. Die Glei- 
chung ( A ) kann auch geschrieben werden: 

t/ 2 + (1 — l 1 ) (x + a) 2 -f- 2lc (tr -f- a) — c 2 = 0, 
woraus man schliesst, dass der Ort der Einfallspuncte eine der 

ähnlichen Ellipsen ist, für welche das Verhältniss der Axen — 

a 

i fl 2 

— V 1 — l 2 ; der halbe Parameter — ist für jede von ihnen eine 

willkührliche Grösse c. Man erhält nach und nach aus diesen 
Werthen 


„Wenn man durch einen Punct einer Ellipse oder einer Hyperbel eine Nor- 
,,male und einen Radius-Vector zieht, so verhalten sich die Sinns der Winkel, wel- 
„chen diese Normale mit dem Radius-Vector und der grossen Axe (oder Transversal- 
„Axe) macht, zu einander wie der Abstand der beiden Brennpuncte zu dieser Axe.“ 
Es folgt aus diesem Satze, dass wenn das Verhältniss der Entfernung der Brenn- 
puncle zur Axe gleich dem Brechungsindex ist, der gebrochene Strahl der Axe pa- 
rallel sein wird, wenn der einfallende Strahl ein Radius-Vector ist. 
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i-p’P- ^“ 2 P ~ 1 — /*’ 


Vl_ 
2V« 1 


l 2 

£ 2 :2a = i 


1. 


Das doppelte Zeichen + vor 2/c -+- «) erklärt sich , wie oben. 

Man wird das obere Zeichen wählen, wenn man wünscht, dass 
der Mittelpunct derCurve auf der rechten des leuchtenden Punc- 
tes sei. 


Die Normalen an der Ellipse haben solche Richtungen, dass 
von allen Strahlen, die von seinem linken Brennpuncte ausgegan- 
gen sind, diejenigen, welche der Theil rechts von der durch den 
Brennpunct gehenden Ordinate empfängt, die einzigen sind, die 
sich parallel der giossen Axe brechen können. Es ist um so 
mehr klar, dass nur diejenigen Strahlen wirklich in der verlang- 
ten Richtung von der Curve ausgehen, die auf einen Punct der 
rechts von der kleinen Axe gelegenen Halb -Ellipse fallen. 

Umgekehrt, wenn Lichtstrahlen , die zuerst in dem weniger 
brechenden Medium gehen, parallel der grossen Axe die convexe 
Seite einer nach den vorstehenden Daten construirten Ellipse tref- 
fen, sie sich alle nach ihrer Brechung im Brennpunct der andern 
Hälfte der Curve treffen. 

3. Es bleibt noch der Fall übrig, wo i J =l oder l— +1 
ist, d. h. wo das Licht nicht das Medium ändert. Da die Win- 
kel J und R dann gleich werden, muss man, wenn die Gleichung 
(A) noch einen Sinn in der Optik haben soll, annehmen, dass diese 
Winkel auf verschiedenen Seiten der Normale liegen; dies kommt 
auf l = — 1 hinaus ; die Refraction verwandelt sich in Reflexion, 
und die Gleichung ( A ) reducirt sich auf 

y 2 + 2e(jc +a) — c 2 = 0. 

Man sieht, dass der leuchtende Punct der Brennpunct einer 
Parabel ist, welcher alle Strahlen parallel ihrer Axe reflectirt, 
welche bekannte Eigenschaft man hier wiederfinden musste. 

Jetzt wollen wir zur Untersuchung der nothwendigen Be- 
dingung übergehen, damit die gebrochenen Strahlen sich alle in 
demselben Punct der Axe begegnen, oder mit andern Worten» 
wir wollen die Curve bestimmen, deren Caustiken durch Refrac- 
tion sich auf einen einzigen Punct reduciren, auf ihren Umkehr- 
punet. Dazu ist nöthig, dass der schon oben verzeichnet« Werth 
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von x‘ constant sei; er muss Null sein, wenn wir als Coordinaten- 
Anfangspunct den Vereinigungspunct der gebrochenen Strahlen 
oder ihrer Verlängerungen annehmen. Sei nun x‘ = 0 oder 
( px—y)(x + a +py) — m(x +py) — 0. 

Diese Gleichung gieht 

Cr + « + py) V * 2 + y - = 1(X + py ) sj (x + a) 2 + y 2 , 

(a; + a) dx + ydy l ( xdx + ydy ) 

yj(x+a) 2 + y 2 Jx 2 + y 2 

woraus man durch Integration erhält, wenn c die willkührliche 
Constanto ist 

>/ (* + a) J +7= lyjx 2 + y 2 + e . ... (B). 
yj(x + a) 2 + «/ 2 und x 2 + y 1 sind die Entfernungen des Einfalls- 
punctes vom leuchtenden Punct und vom Vereinigungspunct der 
gebrochenen Strahlen. Nennen wir diese Entfernungen die Län- 
gen des einfallenden und des gebrochenen Strahls ; es ergiebt sich 
daraus der folgende Satz: 

„Die brechenden Curven, die von einem Puncto ausgehende 
Strahlen einfachen Lichtes wieder in einem Puncto vereinigen, 
sind solche , dass die Länge des einfallenden Strahles und die 
Länge des gebrochenen multiplicirt mit dem Brechungsindex, 
eine constante Differenz, oder Summe bilden.“ 

Diese Curven, bekannt unter dem Namen der Ovales de 
Descartes '), sind im Allgemeinen vom vierten Grade. Man kann 
sagen, dass sie zwei Brennpuncte von einerbesondern Natur ha- 
ben und dass sie für die Brechung das sind, was für die Reflexion 
die Kegelschnitte sind. 

Es seien ^ (x -j- a) 2 + y~ — r und V x 2 + y-—r', so ist 
r = + / r + c. 

Diese Gleichung zwischen r und r‘ wird dazu dienen, die Curven 
durch Puncto zu construiren, Es wird leicht sein , durch recht- 
winklige oder polare Coordinaten ihre Gestalt und Eigenschaften 
zu entdecken. Wenn man nach und nach c 2 <« 2 , p 2 = a 2 , c 2 >ai 


1) Man sehe das zweite Buch der Geometrie von Descartes. Ferner sehe 
man die Trailf de la lumiire von lluyghens , Cap. 6. Diese Ovale sind aplanalische 
Linien von Quctelel genannt worden, der über diese Curven interessante l'nter- 
uchnngen angeslellt hat. (Supplement au Traiti dt la lumiire von Htrschel.) 
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und zugleich l > oder <C 1 setzt, so wird man die vorzüglichsten 
Fälle umfassen, die sich der Discussion darbieten. Ich lasse aber 
diese rein mathematischen Ausführungen hei Seite, um mich bloss 
bei der Annahme c—0 zu verweilen, welche in dem Falle von 
c 1 < u 2 eintritt. 

Wenn c=0 ist, so wird (ß) 

(t 2 — 1) (a; 2 -J- y 2 ) — 2 ax -a 2 = 0 

„der + (O 

Es sei zuerst l-^> 1 ; diese Gleichung ist die eines Kreises, 

dessen Radius- J a ist und dessen Mittelpunct sich auf der 


Axe der positiven x in einer Entfernung 



vom Brennpunct 


der Brechung und in einer Entfernung a + — — — j • 

l ■■■ X l X 

leuchtenden Punct befindet. 


vom 


Es folgt daraus 1) dass der leuchtende Punct ausserhalb 
des Kreisses liegt, 2) dass der Brennpunct der Brechung im In- 
nern desselben zwischen dem leuchtenden Punct und dem Mittel- 
punct ist, 3) dass der Radius des Kreises die mittlere Proportio- 
nale zwischen den Distanzen seines Mittelpunctes von den bei- 
den conjugirten Brennpuncten ist. 


Wenn man annimmt, dass ein Strahl, der vom leuchtenden 
Punct ausgegangen , auf die convexe Seite des Kreises fallt , so 
wird man ohne Mühe sehen, dass der entsprechende gebrochene 
Strahl oder seine Verlängerung nicht durch den Coordinaten- 
Anfangspunct gehen könne. Aber wenn der einfallende Strahl, 
ohne seine Richtung zu ändern, die concave Seite trifft, und sich 
hier bricht, so wird die Verlängerung des gebrochenen Strahls 
die Axe der x im Coordinaten-Anfangspunct schneiden und die- 
ser Punct wird ein virtueller Brennpunct sein. Wenn man nun 
durch den leuchtenden Punct zwei Tangenten an den Kreis legt, 
so wird der grössere der beiden Theile der Peripherie, den die 
Berührungspuncte begrenzen, der Ort der Einfallspuncte sein, 
welche der Frage Genüge leisten. Eino sehr einfache Rechnung 
zeigt, dass die den beiden Kreisbogen gemeinschaftliche Sehne 
mit der Axe der y zusammenfällt. Damit aber der hintere Bo- 
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gen die brechende Eigenschaft ausüben kann, um die es sich han- 
delt, muss der vordere Bogen augenscheinlich weggedacht werden. 

Es sei nun /<1. Ohne neue Rechnung ist es klar, dass 
unsere beiden conjugirten Brennpuncte ihre Rollen tauschen. In- 
dem der Coordinaten-Anfangspunct der leuchtende Punct wird, 
so haben die Strahlen, welche er in das stärker brechende Mit- 
tel sendet, und welche den zur rechten der Axe der y gelegenen 
Kreisbogen treffen, den anfangs als leuchtenden Punct angenom- 
menen Punct als virtuellen Brennpunct. 

Endlich sei I* = 1, oder l— — 1 ; dann reducirt sich die Glei- 
chung (C) auf s = jj-, die Gleichung eines Perpendikels auf 

die Mitte der Linie , die den leuchtenden Punct und den 
Coordinaten - Anfaugspunct verbindet. In diesem Resultat, das 
man sich durch Veränderung der Refraction in Reflexion zu er- 
klären hat, erkennt man die Fundamental-Eigenschaft des ebenen 
Spiegels wieder. 

Dieselbe Annahme in die Gleichung (ß) eingeführt giebt 


r= r' + c oder 



Die Gleichung zwischen r und r‘ characterisirt eine Ellipse 
oder eine Hyperbel, welche als Brennpuncte die beiden oben 
durch diesen Namen bezeichneten Puncte hat. Die Gleichung 
zwischen x und y lehrt, dass man die eine oder die andere die- 
ser Curven findet , je nachdem e 2 > a 2 oder c 1 < a* ist , und 
dass ausserdem eine Parabel dem Fall c 2 =* a~ entspricht. Man 
sieht also, dass die drei Curven vom zweiten Grade als beson- 
dere Fälle in den Ovalen von Deseartes enthalten sind, was die 
früher angezeigte Analogie bestätigt. 

Nun sei die Frage gestellt: 

„Strahlen einfachen Lichtes, die entweder parallel sind, oder 
„von einem Puncte ausgehen oder gegen einen Punct gerichtet 
„sind, verbreiten sich in einem Mittel (wie die Luft) und nach- 
„dem sie ein stärker brechendes Medium (wie das Glas) durch- 
laufen haben, treten sie wieder in das erstere Medium. Wel- 
ches müssen die Einfalls - und Austritts - Flächen des zwischen- 
„li egenden Mediums sein, damit alle austretenden Strahlen in dem- 
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„selben Puncte Zusammentreffen, oder von demselben Puncte aus- 
„zugehen scheinen oder endlich parallel werden? Man kennt den 
„Brechungs-Index für die beiden Mittel und die Gattung des ein- 
fachen Lichtes, um das es sich handelt.“ 

Dies Problem ist einer grossen Zahl von Lösungen fähig, 
welche sich alle aus den Resultaten der vorstehenden Analyse 
herleiten lassen. Um die, welche die elementarsten sind, zu finden, 
genügt es, Ebenen, Kugelflächen, Umdrehungs-Hyperboloide oder 
Ellipsoide zu zweien zu combiniren. Wir rathen unsern Lesern 
diese Untersuchungen an, indem sie zugleich interessant und leicht 
sind ; und damit sie hernach erkennen, ob sie zu besseren Zusam- 
menstellungen von Flächen gelangt sind, werden sie gut thun, 
ihre Lösungen mit denen zu vergleichen, welche Descartes in dem 
achten Discours seiner Dioptrik auseinander setzt. Unglücklicher 
Weise haben diese sinnreich von Descartes erdachten Construc- 
tionen noch nicht wirklich ausgeführt werden können, weil die 
Glasschleifer noch nicht dahin gelangt sind, dem Glase eine ge* 
naue elliptische oder hyperbolische Krümmung zu geben 1 ). 


1) Man findet jedoch in der Encyclopddie melhodique (Mathematik, Artikel Len- 
tillcs,) die Beschreibung einer Maschine zum Sehneiden und Poliren parabolischer, 
hyperbolischer und elliptischer Linsen. Diese Maschine ist in England vor dem 
Jahre 1785 erfunden worden. Es ist wahrscheinlich, dass neue Versuche über den- 
selben Gegenstand heut zu Tage nicht fruchtlos sein würden. 
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Zweiter Theil 


Probleme nach den pbysicaliscben Materien geordnet’; 
zu den Lösungen können alle Tlieile der Mathematik 

beitragen. 


Erstes Kapitel. 

Probleme ans der Statik. 

1. Wie kaim man einen Körper M von kleinen Dimensionen 
im leeren Raume wiegen, wenn man eine sehr empfindliche 
Wage hat, die unter den Recipienten einer guten Luftpumpe 
sich stellen lässt, und an welcher eine lange Zunge senkrecht 
am Wagbalken befestigt ist, so dass man die kleinen Winkel 
des Wagbalkens mit der Horizontalen beobachten kann. 

Man setze die Wage auf den Teller der Luftpumpe. Zu- 
vörderst belaste man die Wagschalen A und U durch geaichte 
Gewichte von Messing, die sich von dem gesuchten Gewichte we- 
nig unterscheiden , und gebe dem Gewicht auf der Wagschale A 
ein kleines Ausschlagsgewicht n hinzu , etwa eine Centigramme. 
Nachdem man den Recipienten über die Wage gedeckt, pumpe 
man luftleer. Dann beobachte man an dem eingetheilten Kreis- 
bogen am Fusse des Instruments den Winkel a, den die Zunge 
mit der Verticalen bildet, wenn der Wagebalken in Ruhe ist. 

Drauf lasse man die Luft wieder einströmen, nehme den Re- 
cipienten fort und auch die Gewichte , und wenn der Körper AI 
von geringerer Dichtigkeit ist, als Messing, lege man M auf die 
Wagschale, wiege ihn in der Luft mit geeichten Gewichten p, die 
man auf D legt, stelle wieder den Recipienten über die Wage 

Googkj 
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und pumpe aus. Dann wird sich der Wagebalken auf der Seite 
von A senken , und man bezeichne den Winkel ß der Zunge mit 
der Verticalen. Es sei y das unbekannte Gewicht von Al und n 
der Ueberschuss von y über p, so hat man 
n : 7i — tgß : tga, 

woraus man erhält 

tgß 


y = p+TC 


tga 


Um sich von der Richtigkeit des erhaltenen Werthes zu über- 
zeugen, kann man mit der Wägung im luftleeren Raume anfan- 
gen, indem man zuerst auf die Wagschale It die geaichteu Gewichte 
tgß 


P + U 


tga 


auflegt, und wenn man sich weder in der Beobach- 


tung noch in der Rechnung geirrt hat, muss der Wagebalken im 
luftleeren Raume genau horizontal stehen. 

Wenn die Wage nicht richtig wäre, so könnte man die an- 
gegebenen Operationen nochmals anstellen , indem man das Aus- 
schlagsgewicht 71 und darnach den Körper Al auf die Wagschale 
B legt, und man würde 

tgß 1 


y' — p'+Tt 


tg a‘ 


finden. Um das wirkliche Gewicht AI zu erhalten, müsste mau 
bekanntlich die mittlere Proportionale zwischen y und y‘ nehmen. 

Wenn endlich der Körper AI von grösserer Dichtigkeit als 
Messung war, so würde mau Al auf die Schale gelegt haben, wel_ 
che in der vorläufigen Wägung die kleinere Last geaichter Ge. 
wichte getragen hätte, und unsere so veränderte Methode hätte 
ergehen 

tgß 


y=p — n 


tga ' 


2. Ein bekanntes Gewicht p auf die Wagschale A einer falschen 
Wage bringt Gleichgewicht mit einem unbekannten Gewicht 
x auf der anderen Wagschalo B hervor. Dasselbe Gewicht 
p auf der Schale B derselben Wage hält einem unbekannten 
Gewicht a; auf A das G leichgewicht. Ist nun die Summe 
der Gewichte x und y grösser oder kleiner als 2p ? 

Sehen wir vom Gewicht des Wagebalkens ab, und nennen 
wir die Länge des einen Armes /, die des zweiten m, so ist 

pl = x.m 
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und pm—yl ; folglich 

x = p . — und 

m 


y-P- y> »Iso 


1+9 = 1 ’(L + t) = <‘(^t) 


— 2p | 


i 2 -f m : 
2 ln» 


Nun ist (i — m) 2 = J 2 -f-m 2 — 2 im immer grösser als 0, also 
i 2 + m 2 > 2 im, also ist der Bruch 

i 2 + m 2 


2 im 


> 1 , 


also x-\-y >2p 

und zwar um so mehr, je grösser i — m ist, d. h. je grösser der 
Unterschied der beiden Hebelarme ist. 


3. Man hat ein Segment eines Umdrehungs - Paraboloids, das 
homogen ist, und dessen Basis als Mittelpunct den Focus 
hat. Man hängt dies Segment an einem dünnen Faden an 
einem Puncte der Peripherie der Basis auf, und beobachtet 
nach dem Eintreten des Gleichgewichts, dass die Ebene der 
Basis mit der Verticalen einen Winkel von 9® 27' 44", 36 
macht. Man soll aus dieser Beobachtung die Lage des 
Scbwerpunctes G des Segments ableiten. 

Dieselbe Frage sei in Bezug auf eine homogene Halbku- 
gel und ihren Schwerpunct G‘ gestellt, unter der Voraussetzung 
dass bei derselben Aufhängung die Ebene der Basis mit der 
Verticalen einen Winkel von 20° 33' 21"8 macht. 

Der Schwerpunct liegt bekanntlich immer in der Verlänge- 
rung des Aufhängefadens. In beiden Fällen liegt er auch in 
der durch den Mittelpunct der Basis senkrecht auf dieselbe er- 
richteten Linie, oder mit andern Worten in der Axe, um welche 
die Umdrehung zur Erzeugung des Körpers geschehen ist. Die 
Entfernung des Scbwerpunctes vom Mittelpunct der Basis ist also 
eine Cathete eines rechtwinkligen Dreiecks mit dem gegenüber- 
stehenden Winkel 9° 27' 44,"36 im ersten, und 20° 33' 21", 8 
int zweiten Fall. Der Kadius der Basis ist im ersten Fall der 
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halbe Parameter p des Paraboloids im zweiten der Radius der 
Kugel r; also ist, wenn die Mittelpuncte der Basis C und c' 
heissen, 

1) CG = p. tg 9 0 27' 44", 36. 

2) C'G' —r. tg 20° 33' 21", 8. 


4. Den Schwerpunct 2 einer aus zwei heterogenen Segmenten 
bestehenden Kugel 1) durch Rechnung, 2) durch Experi- 
ment zu finden. Man kennt den Radius r der Kugel, die 
Höhe e eines der Segmente, und ihre Dichtigkeiten d und d‘. 
(Als Unbekannte nehme man die Distanz X des verlangten 
Punctes G vom Mittelpunct der Kugel C ). (Fig. 14.) 


I. Nehmen wir den bestimmten Fall an, dass das kleinere 
Segment das mit der Höhe e und zugleich das dichtere sei. 

Als Anfangspunc.t der Axe der x nehmen wir den Mittel- 
punct der Kugel 0, die Axe stehe auf der Basis der Segmente 
senkrecht, sie treffe die Basis in A und die Kugeloberfläcbe in 
D und D', die beziehungsweise dem kleineren und grösseren Seg- 
ment angehören, sodass AD = e, AD' — 2r — e ist. Die Schwer- 
puncte des kleineren und grösseren Segmentes seien S und S', 
die körperlichen Inhalte derselben K und K ' ; gesucht wird QE—X. 


Wir benützen die Formeln 

8r — ZAD . 8 r — 3e 

TT=*‘- 


3r- 




«) 


3 r—AD' 

2 r + 3 e 
t + e 


3 r — (2r — e) 


Da nun DS = r — x 

iXS'—r+x' zu setzen, wo x und x' die Abscissen- 

werthe für die Puncte S und S' bedeuten, so ist 

„ 8r — 3e 3r 2 — re — 2re + $ t* 

x = r — DS — r — 1 e. — *=* 

* 3r — e 3r • — e 

- 3( r * — re -fje 2 ) _ 3(r— je) 2 _ (2r~e)» 

3r — e 3 r — e 3r — e 

xmdx'-eD'S'— r«={(2r— e). 4~ — — r 


Bary, neue phyi. Probleme. 
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+4r*4-4re — 3e*) — r* — r# 

r + e 

3 e* 

4 r + e' 

Ferner benutzen wir aus der Geometrie: 

*=2e> (3r — e ) ; 
und k' = \nr 2 — ne 2 {r — \e~) 

= [4r* — 3e J r + e s ] = y (2r— e) 1 (r + e). 


Zur Bestimmung von X haben wir die Gleichung aus der Statik : 
dkx + d'k'x 1 = (dk+ d'k ') X, 

wo dk und d'k' das Gewicht der Körper k und k' bezeichnet, 
sodass also d das Gewicht der Maaseinheit der dichteren Materie 
und d' das der Maaseinheit der leichteren bezeichnet. 


d.kx= d. 


— e 2 (3r — «). 


ji 

4 


(2r — e) 2 
3r — t 


— d. ~ e 1 (2r — e) 2 
d‘k‘s'=—d'?e 2 ( 2r — e) 2 *) 


dk-hd'k' =d~e 2 (3r — e) 
ö 

+ d‘~ (2r — e)*( r 4- e) 

Also 

_ 3 (d — d ' ). e 2 (2r — e) 2 

4 [d . e 2 (3r — e) + d‘ (2r — «)*(r + «)] 

Setzen wir 2r — e = e', so ist 

__ 3(d — d') e 2 .e' 2 

X ~ 4 [d . t 2 (3r — e) + d' e‘ 2 (3r— e')] 

Aus dieser Formel ist ersichtlich, dass X das Zeichen von 
d — • d! hat , es liegt also der Schwerpunct auf der Seite vom 
Mittelpunct, wo das dichtere Segment liegt. Für d — d! ist na- 
türlich X—0. 


1) Man konnte die Rechnung für *' sparen, denn eg muss, weil der Abscissen- 
Anfangspunct der Mittelpunct der Kugel ist, fce+i'®' = 0 sein. 


Digitized by Google 



— 99 — 

II. Man lege die Kugel auf eine schiefe Ebene, deren 
Neigungswinkel verändert werden kann, und vergrössere den Nei- 
gungswinkel so lange, bis die Kugel herunter rollt. In dem Au- 
genblicke, wo sie umschlägt, hat der Schwerpunct vertical über 
dem IJnterstützungspunct gelegen. Der Neigungswinkel der schie- 
fen Ebene misst zugleich den Bogen, über dessen Endpunct der 
Schwerpunct liegt, wenn man sich die auf der Basis der Segmente 
errichtete Senkrechte horizontal denkt, und die vom Mittelpuncte 
dann vertical gezogene Linie den Anfang des Bogens bestimmt. 

Dieser Anfang liegt auch in der Peripherie des mit der Basis pa- 
rallel gezogenen grössten Kugelkreises. 

5. Auf einer Halbkugel von Blei befindet sich ein gerader 
Cylinder von Kork mit demselben Grundkreis als Basis fest 
verbunden. Wo ist der Schwerpunct dieses Systems? Wel- 
ches ist die Bedingung, damit das System im stabilen Gleich- 
gewicht ist, wenn seine Axe vertical ist, und das untere 
Ende der Axe eine feste Horizontalebene berührt? 

Man kennt die Höhe h des Cylinders, den Radius der 
gemeinsamen Basis r und die Dichtigkeiten des Blei’s und 
Korks (d und d') (11,35 und 0,24). (Fig. 15.) 

Da der Schwerpunct wieder in der Axe liegt, so nehmen 
wir sie als Axe der x , den Anfang der Abscissen im Mittelpunct 
der Halbkugel und als positiven Theil den nach der Halbkugel 
zu gerichteten an. Sind k und k‘ die Räume der Halbkugel 
und des Cylinders,. x und x‘ die Abscissen ihrer Schwerpuncte, 
und X die des gesuchten Schwerpunctes, so ist wieder 
dfcc-f- d'AV = (dk + d‘k‘) X. 

7t 

k ist = £ r 3 Tr; x= | r; dkx— d . — • . = r 4 
k 1 =r 2 nh] x‘ = — £ h ; d'k'jr' — — d' — r* A*. 

Folglich ist 

d 5 r4 — d'^r 2 * 2 
4 2 

X = — 

d . —■ r s + d'n r 2 h 

_ 3(dr* — 2 d'A 2 ) 

~ 4(dr 2 + 3 d'A) 

7* 
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Der Schwerpunct fallt in die Halbkugel, oder das Gleichge- 
wicht wird stabil, wenn X positiv, also 

dr*>2d'A J , oder A<r. ./ Ä 

V 2 d' 

ist; das Gleichgewicht ist indifferent, wenn 

h=r.f1 

V 2 d' 

Es ist sl — = 4, 86 , für unsere Materien. 


6. An den Enden A und M eines Fadens AFM, der um ei- 
nen festen Punct F gleiten kann, befestigt man zwei, Gewichte 
p und q. Das eine von ihnen, z. B. q kann nur auf einer 
schrägen Linie BM sich bewegen, die in der verticalen Ebne 
des Winkels AFM liegt. Man verlangt den Ort M des Ge- 
wichts q, wenn die beiden Gewichte sich das Gleichgewicht 
halten. Gegeben ist die Länge c des von F auf BM gefüll- 
ten Perpendikels, und der Winkel a, den diese Grade BM 
mit der Verticalen einschliesst. 

Besonders ist noch der Fall zu untersuchen, wo p und q 
gleich sind. 


Zerlegen wir q nach der Richtung von BM und der auf die- 
ser Richtung senkrechten Richtung, so wird letztere Componente 
aufgehoben, und es wirkt in BM die Kraft q . cos «. 

Diese Kraft soll in der Richtung FM wirken. Die Wirkung 
in dieser Richtung ist grösser, als die in der Richtung BM', denn 
wenn ich die Kraft FM (die Linien sollen jetzt: Darstellungen der 
Kräfte sein) nach FM und der darauf senkrechten Richtung 

, BM 

FB zerlege, so ist BM=FM. cos FMB. und also FM = — — 

° cos FMB 

Diese Kraft muss =p sein, also 

q . cos o 
^ cos FMB 

Bezeichnen wir jetzt die Länge BM durch X, so ist 
c .. i sin FMB >1 1 — cos FMB* 

* 8 cos FMB cos FMB 
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C* 1 — cos FMB* 
x 1 cos FAfß* 


cos FMB = . / — - = ■■ s — also 

Vi+i '/'*+*’ 

cos ß y t 1 -!-! 1 , . ^ . 

p = q. woraus x zu bestimmen ist. Es ist 

x 

p 1 x 2 = q 1 cos a 1 (c 1 + <#*) und 

qc. cosa 

x = ~pi . " — i ) wo natürlich nur der positive Werth Sinn 

VP Z — g 2 cosa 1 

hat. 

Ist p— q, so ist 

cosa 

x = c~[f= " ■ " j = c. cotga 

y 1 — cos a 2 

£ 

also — = tga, also 
a—FMB, 

sodass dann die Richtung des Fadens mit der schrägen Linie den- 
selben Winkel bildet, als letztere mit der Verticalen. 


7. Ein Faden DACBF kann um zwei feste Puncte A und B 
gleiten. Man hängt Gewichte p und q an den Enden D und 
F dieses Fadens, und ein Gewicht r zwischen A und B an 
denselben. Wenn man nun die Gewichte p, q, r und die 
Lage der Puncte A und B kennt, den Ort des Punctes C zu 
bestimmen, wenn das System im Gleichgewicht ist. (Fig. 17.) 

Bezeichnen wir die spitzen Winkel, die AC und BC mit der Rich- 
tung der Kraft r, also mit der Verticalen einschliessen , durch (p 
und %l>. Es ist die Resultante der Kräfte p und g, die unter dem Win- 
kel ACB auf einander wirken = V p 2 -H J + 2 pq . cos ACB, also 
haben wir 

r*=p* +g* -}- 2pg cos ACB-, ebenso ist 
q 1 — p* + r i -f 2pr cos ACG, 
p 1 =g 1 + r 1 + 2gr cos BCG. 

Danuncos4C<?= — cos (p und cos BCG — — cosi/nst, so ist 
g* = p* + r* — 2pr cosqp 
p*=g*-|-r* — 2qr cos t//; also 
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cos 


<p 


_ j>» + r» - 
2pr 


q 2 -f r 2 — p 2 

cosi// = — — +- — - . 

2gr 

Denken wir uns durch den niedriger gelegenen Punct der 
beiden Puncte A und ß, (er sei hier A) eine Horizontale AI ge- 
zogen, diese bildet mit AB einen Winkel o. Dann ist BAC =* 
a~f~( 90 ° — gp) und ABG=ABF — CBF—90 0 — a — xp. Es ist 
AB. sin BAC= BC ain(q> + xp) , 

AB. sin ABC= AC . sin (< p + xp) 
amBAC=am 90+ (a — <jp) = cos (a + tp) 
sin>4ßC’ = sin 90 — (a + xp) — cos (o + xp) 

Also 

bc =ab. 

sin (qp -f- xfj) 

AC^AB .^ ') 
sin {<p + xp) 

wodurch die Lage des Punctes C bestimmt ist. 


Ist p — q, so ist cos q> — cos i ^ ; und <p=xp\ 

ip 

, „„ cos(a — a>) 

und BC=AB. 

8in 2<p 

AC^AB™ 

sm 2(p 

Ist dann noch a=0, so ist 

cos <p _ ,4ß 


BC— AC= AB . 
AB 


sin 2 (p 
— AB. 


2 sin q> 
P 


= a V i -fey '' /4p^_r, 


1) Liegt B niedriger als A, so wird der Winkel « negativ, oder wir vertau- 
schen die Bachstaben H und A j durch eine jede der beiden Aenderungen erhält 
man 

BC—AB. co8 ( c +»> 
sin (v+v») 

AC=AB. “fezJÖ 
sin ((jp + ip) 
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8. Ein Faden ACDB ist in die gegebenen Theile AC, CD, DB 
getheilt. Seine beiden Enden sind an zwei feste Puncte A 
und B geknüpft, deren Lage gegeben ist, und zwei Gewichte 
p und q sind in! den Puncten C und D aufgehängt. Das 
Gewicht p zu bestimmen, wenn man das Gewicht q und die 
Lage der Puncte C uud D kennt. (Fig. 18.) 


Diese Aufgabe gehört zu denen aus der allgemeinen Theorie 
vom Seilpolygon, und zwar zu dem Falle, wo der eine Punct A 
fest ist. 


Nennen wir die Spannungen der Fäden AC, CD, DB, welche 
die Puncte A, C, D, den Puncten C, D, B zu nähern streben t' 
t' i" und die ihnen gleichen und entgegengesetzten, die die Puncte 
C, D, B zu nähern streben — t, — — t" ; die Richtungen , wel- 
che die Kräfte + I, + + l" gegen die Horizontale + AK, und 

gegen die Verticale AY haben durch a‘, ß‘\ a" , ß" , so ist für 
den Fall des Gleichgewichts an C 

— (cosa-f i'co8o'=0 

p ( COS ß -f l 1 008^ = 0 

und für den an D 

— t' cos a' + »" cos a" = 0 
q — l' cos/?' -f (" cos ß“ = 0 

Aus (A) erhalten wir 

cos a 


<*) 


(L) 


t'=J. 


cos a 


und 


„ , cos a , . „ 

p — t. eoeß + i =0; und da cos a = sina ist, 

cos er r 

cos a - 

p — I. sin a -H 7 =0; 

cos a 

t _ p. cos a' 
sin ( a — a') 

Addiren wir die ersten Gleichungen von (K) und (L), so erhalten 
wir 

— t cos a -f l" cos a" = 0, also 


1 " = ». 


cos a 
cos a! 


und wenn wir diesen Werth und 


den von {' in die zweite Gleichung von (L) einsetzen, so kommt 

cos a cos a 

q—t. cos/S'. . -ffcos/S". s = °i 

* r AAQ * * AAO 


cos a 


cos a 
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_ q .cobcc 1 . coaa" 

~ sin a‘ cos a cos a “ — sin a" cos a cos a‘ 
q . cos a‘ cos a" 
cosa sin ( a' — a") 

Die Bedingungsgleichung für das Gleichgewicht hinsichtlich p und 
q ist also 

p . cos or' q. cos a‘ cos a" , 

— — ; = r ; 77-, oder 

sin (a — a ) cos o sin (a — a ) 

p . cos a _ q . cos a" 
sin (a — a') — sin(«' — a " j 

9. DieEndpuncte A und A ‘ einer schweren Stange sind durch. 
Fäden AF und A F‘ an zwei feste Puncte F und F‘ gebun- 
den. Man kennt die Länge a der Graden die Längen 
l und 1‘ der Fäden AF und A'F', die Entfernung r der 
Puncte F und F‘ von einander und den Winkel 0, den die 
Grade FF 1 mit der Horizontalen bildet. Welches ist die Be- 
dingung, dass AA' horizontal liäDgt ? (Fig. 19.) 

Wir denken uns die Kraft, die das Gewicht der schweren 
Stange ausübt an die beiden Endpuncte A und A' verlegt, so sind 
diese beiden Kräfte jede die Hälfte und also gleich. Jede dieser 
beiden gleichen Kräfte zerlegen wir nach der Richtung der Fä- 
den und nach der Richtung der Stange. Da die Stange horizon- 
tal hängen soll, so wirken in ihrer Richtung gleiche entgegenge- 
setzte Kräfte unter gleichen Winkeln, nämlich rechten Winkeln, 
mit den beiden zu zerlegenden Kräften. Hat man aber zwei Sy- 
steme je zweier gleicher Kräfte, die unter einem gleichen Winkel 
auf den Punct wirken, so sind ihre Aequipollenten auch gleich 
und bilden mit den gegebenen Kräften gleiche Winkel. Daraus 
folgt, dass FAA! — F'A'A sein muss. 

Nennen wir nun fx den spitzen Winkel, den l oder 1‘ mit 
der Horizontalen macht, so ist 

r. sin Q — (F — l ) sin fi. 

r. cos 0 = 1 cos a + l 1 cos fx. 

Die erstere dieser beiden Gleichungen erhellt daraus, dass die 
durch F gehende Horizontale von l 1 ein Stück = l abschneidet 
und 1‘ — l übrig lässt. In der zweiten Gleichung sind auf der 
rechten Seite die drei Stücke ausgedrückt, in welche die Linie 
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r cos © durch die von A und A‘ aus gezogenen Verticalen zer- 
theilt wird. Aus diesen beiden Gleichungen folgt 

. r. sin © 

sm ^ir=7 

r cos © — a 


Wir eliminiren also /u sehr leicht und erhalten 
I r. sin © ^ 2 ( ( r cos © — a \ 4 _ 1 
) + {-~r+r~ ) - 
als die gesuchte Bedingungsgleichung. 

Hätten wir die Horizontale statt durch F durch den höher 
gelegenen Punct F' gezogen, so hätten wir statt 1‘ — l die Diffe- 
renz l — i', und sonst dasselbe erhalten. Die Bedingungsgleichung 
wird aber wieder dieselbe. 


10. Es sei ABCD ein schweres Rechteck. Nachdem man da- 
von das A BCM weggenommen, hängt man das Trapez im 
Puncte M an einen Faden MS auf. Welches muss die Ent- 
fernung x der Puncte M und A sein, damit die Grundlinie 
CD horizontal bleibt? Die Länge dieser Grundlinie CD— b 
ist gegeben. (Fig. 20.) 


Denken wir uns , das gewünschte Gleichgewicht sei vorhan- 
den und SM über M hinaus verlängert, sodass das Trapez in ein 
Rechteck und ein Dreieck getheilt ist. Die Höhe des Trapezes, 
also auch des Rechtecks und Dreiecks , sei h , so ist der Inhalt 

des Rechtecks h . x des Dreiecks ~ . (b — x) 


Die Entfernung des Schwerpunctes des Rechteckes von der Ver- 

ticalen ist — , und die entsprechende für den Schwerpunet des 
2 

b - 

Dreiecks ist — : — ; soll also Gleichgewicht Statt finden , so muss 
3 

x I* b — x 

h.x.-^ ~ Xj ' — 3 — sein, woraus 


(6— x)» 


, und 


x = — 


✓* 8+1 


folgt. 
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Dieser Ausdruck ist von h unabhängig. Es bringt auch in 
der That die Aenderung derselben keine Störung des Gleicbge 
wichts hervor, indem die Entfernungen der Schwerpuncte von 
der Verticalen dieselben bleiben und die Gewichte des Rechtecks 
und Dreiecks sich in demselben Verhältniss verändern, sodass die 
Bedingungsgleichung bestehen bleibt. 


11. Zwei homogene Kugeln, deren Radius r und r', deren 
Gewichte p und p' sind, berühren sich und ruhen dabei auf 
zwei geneigte Ebenen AB und AB ' , die mit dem Horizont 
die Neigungswinkel 0 und 0' bilden. Welches müssen die 
Lagen der Mittelpuncte C und G' der beiden Kugeln sein, 
damit sie sich im Gleichgewicht zwischen den beiden geneig- 
ten Ebenen befinden? 


Da die Kugeln auf den Ebenen AB und AB 1 rollen sollen, 
so müssen die Mittelpuncte sich auf Linien bewegen, die durch 
G mit AB und durch G‘ mit AB parallel laufen. Die Kraft p 
hat in der ersteren die Componente p 1 sin © und die andere 
Kraft p‘ in ihrer Ebene die Componente p sin ©'. Nennen wir 
die Kraft, die die Kugel G auf die Kugel G' ausübt, q, die die- 
selbe ist, als die, welche G‘ auf G ausübt. Die Componente von 
q in der ersten Parallelen ist q cos G'GM und die entsprechende für 
q in der andern Parallelen q cos G'GM'. Nennen wir a den Nei- 
gungswinkel, den GG‘ mit der Horizontalen bildet, so ist G'GM 
— 0+ a und GG'M = & — a; und obige Componenten sind 
qcos(0-}-a) und qcos(0' — a). 

Erstere muss gleich p sin © , letztere gleich p ‘ sin ©' sein, und da 
q = q ist, haben wir 

p sin © p' sin © 

cos (0+o ) cos ( ©' — a)’ 
woraus a zu bestimmen ist. Wir erhalten 

p sin © cos ©' cos a + p sin © sin ©' sin a * 

= p' sin ©' cos © cos a — p' sin © sin ©' sin a 


folglich 

_ p' sin ©'cos© — p sin ©'cos©' 

C (P' -+-p)siu©sin ©' 

Zur Bestimmung der Lage der Puncte G und G' haben wir 
Dreieck EKD zu construiren , in dem die Linien CD und CD zu- 
nächst bekannt sind; CC —r+ r', die Richtung von CC', welche 
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mit den beiden Linien CU und CM 1 beziehungsweise die Winkel 
0 + a und 0' — a bildet, ist nun ebenfalls bekannt , wonach C 
und C' leicht zu construiren sind. 

Ist p' sin ©' cos © = p sin 0' cos ©', so ist a=0 und 
CC‘ horizontal. 

Ist p' sin 0 cos © < p sin 0 cos ©', so ist tang a nega- 
tiv, d. h. G' liegt tiefer als G. 

Ist p = p' und zugleich ©=©', so ist a—0 

Ist © oder 0' = 0, so muss a = 90° sein, d. h. es muss 
eine Kugel vertical unter der andern liegen. 


12. Ein grader gleichförmiger Cylinder mit elliptischer Basis 
kann sich um seine Basis drehen, die man als fest annimmt. 
Eine Kraft P ist am Ende A der grossen Axe der Ellipse in 
der Richtung der Tangente angebracht. Welches ist die 
Kraft Ä, die man an einem gegebenen Puncte der Ellipse 
M in der Richtung der Tangente anbringen muss, damit R 
der Kraft P Gleichgewicht hält?j 
Man kennt die Exeentricität e und den Winkel © der 
grossen Axe mit der Normale für den Punct U. (Fig. 22.) 


Die Gleichung der Ellipse ist 
(~) +(|) =1 oder b 2 x* + a 2 y* = a*6*; . . . . (i) 
dann folgt aus der Lehre von den Kegelschnitten 

AB) 


_ a 2 y 

* 0 = d- 


Bezeichnen wir den Radiusvector für M vom Mittelpunct der 
Ellipse aus gezogen mit r, den Winkel den r mit der gros- 
sen Axe bildet, mit y , so ist das Perpendikel vom Mittelpunct 
auf die in M gezogene Tangente = r . cos (0 — y) und das Mo- 
ment der Kraft R im Bezug auf den Mittelpunct der Ellipse als 
festen Drehpunct = Ä . r cos (0 — y) ; dies Moment muss = P.a 
sein ; also ist die Bestimmungsgleichung der zu findenden Kraft 
Pa~ R. r cos (0 — y) .... 

= R(r cos ©cos y + r sin © sinju) .... ( C) 
wo y und r zu eliminiren sind. Es ist, wenn wir die Coordina- 
ten des Punctes M durch x, y bezeichnen, 

jr=r cos y 
y = r.sin ( u 
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Setzen wir diese Werthe in (C) ein, so ist 
Pa = R (2CCO8 © + y sin © ) 

=Rx cos 0 (1 + — tg©) 
x 

Aus (B) folgt — = ^-5- tg ©, folglich ist 
x ar 

h 2 

Pa =R.v cos © (1 H r tg 0 1 ) ... (D) 

a 

Aus der Gleichung der Ellipse (. 4 ) folgt, weil nach (ß) 
V* = **. tg © 2 und »» = |j . ^5 ist 


fc 2 a; 1 + —5 «r 2 tg © 2 = a 2 ö 2 ; also 
a 

** = %- + tn g e» - foIslich 


je cos © = cos © - 


— = cos 0. „ , = , 

yja 1 -\-b 2 tg © 2 >/l + Lt g 0* 

folglich nach (D) Pa = R . a cos © ^ 1 4- A_ tg 0 * ; 

folglich P=ß. cos © ^ 1+ t g© 2 =Äy/ cos 0 1 + -^5- sin 0 1 

. Ja 2 — b 2 / b 2 . 6* . j 

tt V a 1 a 1 

folglich P=R. y ] cos 0 2 -j- ( 1 • — e 2 ) sin Q 1 —R. yjl — e 2 sin ® 2 

folglich Ä - ■ f~ 

yi — e 2 sm© 2 


13 . Ein Mann, der sich im Puncte B befindet, will eine verti- 
cale Stange AB (z. B. einen Baum) niederbrechen, dessen un- 
teres Ende ß fest ist. In welchem Puncte M der Stange 
muss dieser Mann ein Seil BM aubinden, um die möglichst 
geringste Anstrengung nöthig zu haben? Man kennt die 
Entfernung HC oder a des Punctes B in der Graden AB , die 
Höhe CB oder c des Punctes H über dem Puncte ß, und 
endlich die Kraft p, die man in der Horizontalen CH an wen- 
den musste, um die Stange umzubrechen. (Fig. 23 .) 

Nennen wir q die Kraft, die der Mann in der Richtung von BM 
anwendet, und der Winkel CHM sei q > , so ist die Kraft, die in 
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M horizontal an AB wirkt q . cos qp. MC—a . tg qp , also MB= 
c+otgqp. Nach dem Gesetz des Hebels istp x CB=q . cos qpx MB 
also pc=.q . cos qp . (c + a tg qp) ; also 

P£ _ Pc 

( c + a tgqp) cosqp c cosqp-}-a sinqp 


Soll 4 ein Maximum oder Minimum werden, so muss 


gesetzt werden. Es ist 

dq _ c sin <p — a cos qp 
dg> (ccos qp osinqp) 1 

woraus tg qp = -- folgt. 


= 0 zu setzen, 


dq 

dcp 


=0 


Ob wir für diesen Werth von tg qp ein Maximum oder Mini- 
mum haben, ersieht man aus dem zweiten Differentialquotienten, 

je nachdem derselbe für tg qp = — negativ oder positiv ist. Setzen 


. dq u 
wir ■ — = — , so ist 
dqp v 


vdu udv 

d*q _ d(p dcp 

dcp 2 v 2 


Da aber u für tg <p = — Null ist, und v 2 positiv ist, so hängt das 
c 


Vorzeichen nur von ti ^ , und da t> als Quadrat auch positiv ist, 
du 

nur von ■ — ab. 
dcp 


du , . 

— = c cos qp -f- a sin qp 

also, da qp selbstverständlich nur im ersten Quadranten liegt, eine 
positive Grösse, die nicht verschwindet; also ist die Function q 

für tg tp =— ein Minimum. 


Ziehen wir BH, so ist tg CBH — — , also CBH=q>. Es muss 

c ' 

also BHM—R sein, wenn UM die erwünschte Richtung haben soll. 


Ist a also veränderlich, so findet die passendste Anordnung 
Statt, wenn a die mittlere Proportionale zwischen dem Theil CB 
und dem Theil CM der umzureissenden Stange ist. 
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14. Ein materieller Punct A, dessen Lage auf einer Graden 
AB man kennt, und der sich nur in dieser Graden bewegen 
kann, wird gegen einen Anziehungspunct hingezogen, der 
auf einer andern mit AB parallelen Graden CD liegt. In 
welchem Punct M in CD muss dieser Anziehungspunct zu 
liegen kommen, damit die Composante der Anziehungskraft 
nach AB die möglichst grösseste sei? Man nimmt an, dass 
die Anziehung zwischen den beiden Puncten im umgekehr- 
ten Verhältniss der ganzen m ,e " Potenzen der Entfernungen 
Statt hat. (Fig. 24.) 


Nennen wir die Kraft, die in der Entfernung AC auf A wirkt, 


p’ 80 ist p=4k 


zu setzen; ebenso sei die Kraft in der gesuch- 


ten Lage von M — g ; dann ist q = 


1 

AM m ' 


Nun ist, wenn wir 


MAB=<p setzen, AM- 


AC 


<? = 


sin 7x 
sin tv 1 


also 


AC n 


= p. sin cj m ; 


ihre Composante in der Richtung von AB ist q. cos <p. 

Es soll also f((p)s=p. sin q> m . cos <p ein Maximum werden. 
Setzen wir ^(qp) = 0= p (m.sin <p m_1 cos y 2 — singp”* - ^ 1 ) 

= p sin cp m ~ 1 (m cos < p 2 — sin g>*) 
woraus m cos <jp 2 — sin qp 2 = 0 , und 
tgqp 2 =m; tggp=/' m 
Für m=l istg) = 45° 
n» = 3 qp=60°. 


Zweites Kapitel. 

Probleme der Dynamik. 

15. Ein an der Oeffnung eines Schachts befindlicher Beobach- 
ter hat einen Stein auf den Grund fallen lassen, und hat an 
seiner Uhr n Secunden vom Beginn des Falles bis zu dem 
Augenblick gezählt, wo er den Stein unten aufschlagen hörte. 
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Wie kann man näherungsweise die Tiefe x des Schachtes be- 
rechnen, indem man von den Fallgesetzen und von der Schall- 
geschwindigkeit m Meter in der Secunde ausgeht? (m sei 
ungefähr = 340.) 


Es sei x Meter die Fallhöhe, so gebraucht der Stein zum Fallen, 
den Widerstand der Luft ausser Betracht, JL Secunden, wo 

V 

4,9 m der Fallraum der ersten Secunde ist. Der Schall braucht 

X 

Secunden, um vom Ort des aufschlagenden Steines zum Beob- 


achter zu gelangen. Folglich ist 
x 




- n ; woraus 


4, 9 4 340 

— yT *4-®=340.n 
>/4,9 V ^ 




340 


^ 340 * 


■ 340 n 


2./’4,9 1 4.4,9 
16. Zwei kleine Kugeln A und A‘, die Anfangs inj Kühe sich 
befinden, sind vertical übereinander um m entfernt. Man über- 
lässt sie nach einander der Wirkung der Schwere. Die obere 
Kugel A ist schon um die Höhe h gefallen, als A‘ zu fallen 
beginnt. Man verlangt die Oerter a und a‘, wo die beiden 
Kugeln sich befinden werden, wenn der Zwischenraum der 
sie trennt, = d ist. 

Zahlenbeispiel: m= 135', h = 15', d= 30'. 


Nehmen wir an, dass nach ( Secunden des Falles des ersten 
Körpers die erwünschte Entfernung der beiden Körper Statt fin- 
det. Dann ist der erste Körper gefallen 

‘V. 

wo 0=15 die Endgeschwindigkeit nach der ersten Secunde be- 
deutet. Der zweite Körper beginnt, nachdem der erste Köiper 


h' 


gefallen , wozu er 



Secunden brauchte ; er fällt also 



Da beide Körper, die tn von einander entfernt 


waren, noch d entfernt sein sollen, so muss der Unterschied der 
beiden Fallräume m — d oder m -j- d betragen, je nachdem der 
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erste Körper den zweiten noch nicht erreicht, oder Überholt hat- 
In beiden Fällen also ist 


«y 


W5J 


. g— m + d , woraus 


2 l 


y’- 


■h — m + d, oder 


2 t ^ hg — h=m + d, also 
m -f" d -f- h 

1 = — — — folgt; dann ist der erste Körper 

2 V Ay 

(m + d 4- h ) 1 
4 h 

Fuss gefallen und der zweite 

, m±_d + h _ /A\* 

( 2 yj hg V gl 




1 und 


Fuss gefallen. 

In unserem Beispiel ist - = 1, also auch 

9 

yJhg-= 15. Nehmen wir die oberen Zeichen, so ist der Fallraum des 

ersten Körpers i - = 540 Fuss. 

Der Fallraum des zweiten ist 

1 V. 15 = 375 Fuss. 

2 , 15 f 

Der Unterschied beträgt also 165 Fuss, welche der erstere gegen 
den zweiten nachgeholt hat und er ist also über ihn 30 Fuss hin- 


aus. 


Nehmen wir die unteren Zeichen , so ist der Fallraum des 
ersten Körpers 

ion2 

240 Fuss, 


60 

der des zweiten Körpers aber 
120 




= 135 Fuss. 


Der Unterschied beträgt 105 Fuss, die der erstere Körper nach- 
geholt hat; er ist dem zweiten also auf 30 Fuss nahe gekommen. 

i 

17. Ein Punct A und eine unendliche Grade BC in einer ver- 
ticalen Ebene sind gegeben; die Linie zu finden, die ein 
schwerer Körper verfolgen muss, um auf einer geneigten Ebene 
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in der möglichst kürzesten Zeit von A nach BC zu gelan- 
gen. (Fig. 25.) 


Die von A ausgehende Verticale schliesse mit dem von A auf 
BC gefällten Perpendikel den Winkel gp ein. Der Körper be- 
wege sich in einer zwischen beiden von A ausgehenden Richtun- 
gen, die mit dem Perpendikel den Winkel 0, also mit der Verti- 
calen den Winkel cp — 0 bildet. Die Länge des Weges, die der 
Körper dann zu durchlaufen hat, ist, die Länge des Perpendikels 
= p gesetzt , 


cos ©‘ 

Die Zeit, die ein Körper zum Falle in der Verticalen s gebraucht, 
ist ./ — , wo g die bekannte Bedeutung des Fallraums in der 

V 3 

ersten Secunde hat. Auf einer Linie, welche gegen den Horizont 

die Neigung a hat, ist die Zeit für den Weg s = / * , _A. 

Y 0 *sina' 

Wenden wir dies auf unseren Fall an, so ist 


g . cos 0 ' cos {<p — 0 ) 




p L 

[ cos©. cos (<p 0 )] 1 

dl 


Soll nur t ein Minimum werden, so muss = 0 gesetzt wer- 

afy 

den. 

jfö—if*- — [cos©coe(qp — ©)] ^ [cos ©sin (cp — 0 )-~ 

’ ^ sin © cos ( gp — 0)] 


Hierin kann nur der Factor cos 0 sin ( cp — 0) — sin 0 cos {cp— 0) 
verschwinden. Derselbe ist = sin (qp — 20), also ist 
cp — 20=0, oder © = £qp 

die Bedingung für ein Maximum oder Minimum unserer Function. 
d i l 

Wenn wir entwickeln , so ist es zunächst nicht nöthig, den Dif- 
d © 2 

— $ 

ferenzquotienten des Factors [cos 0 cos {cp — 0)] 2 zu entwickeln, 

da er durch sin {cp — 20) multiplicirt verschwindet. Der Differen- 
tialquotient von sin {cp — 20) giebt — 2 cos {cp — 2 0) und für 
Bar», ne«« pfcy». Probleme. 
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0 e= | g>, — 2 cos 0 = — 2, und mit dem negativen Factor — \ . [cos © 
cos (cp — 0) ^ multiplicirt eine positive Grösse , die nicht ver- 

schwindet. Also ist unsere Function für 0= J cp ein Minimum. 

18. Welches ist bei dem bekannten Versuch der scheinbaren 
Aufsteigung eines doppelten homogenen Kegels auf einer ge- 
neigten Ebene die wirkliche Bewegung des Schwerpuncts G 
dieses Kegels? Welche Linie beschreibt der Punct G? Wel- 
ches ist die nothwendige Bedingung, damit der Körper die 
Ebene hinaufzusteigen scheint? 

Man weiss, dass die geneigte Ebene von zwei metallenen, 
an einem Scharnier vereinigten Schienen gebildet wird, wel- 
che sich, indem sie sich von einander entfernen, über den 
Horizont erheben. Gegeben ist der Winkel 2 cp dieser Schie- 
nen, der Winkel 0, den die Halbirungslinie des Winkels 2 (p 
mit dem Horizont macht , der Radius r der den beiden Ke- 
geln gemeinsamen Basis, und die Höhe a eines der beiden 
Kegel. (Fig. 26 und 27.) 

In der oberen der beiden Figuren sei der verticale Durchschnitt 
des Apparates nach der Halbirungslinie des Winkels 2 (p , und 
in der unteren der Grundriss desselben dargestellt. In der oberen 
Figur befindet sich der Kegel am Anfänge, in der unteren in der 
Mitte der Bewegung. Da der Berührungspunct des Kegels mit 
den Schienen der Axe des Kegels näher liegt, so ist der Kegel 
in der zweiten Lage in Folge der veränderten Unterstützung um 
eine gewisse Grösse gesunken ; der Unterstützungspunct liegt aber 
auf den Schienen um eine gewisse Grösse höher, als zu Anfang, 
über dem Horizont, der Schwerpunct hat also um diese Grösse 
steigen müssen. Soll der Kegel durch die Schwerkraft dahin ge- 
trieben werden, so muss die erstere Grösse die letztere überwie- 
gen. Bezeichnen wir das Stück der Halbirungslinie bis zu dem 
Puncte, über welchem sich die Axe des Kegels befindet, mit L, so 
ist die Entfernung des Bcrührungspunctes von der Kegelbasis 
L,tg(f, und die Grösse, um welche sich dieser Punct der Axe 

f 

genähert h at, L.tgcpX — , was aus der Aehnlichkeit der Drei- 
ecke folgt, die man in der Figur sogleich auffinden wird. Um 
diese .Grösse wäre der Schwerpunct des Kegels gesunken , wenn 
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der Unterstützungspunet nicht höher läge, als der Anfangspunct 
der Schienen. Die Aufsteigung auf den Schienen beträgt L . sin ©. 
Die Bedingung des Aufsteigens ist also 

L. tga> X — .>£• si n0 . . . ( U ) 
a 


oder tg cp ^ > — sin ©. 

Der Unterschied der beiden Seiten der Ungleichheit ( U ) giebt die 
Länge an, um welche der Schwerpunct auf dem Wege L gesun- 
ken ist. Da diese Grösse dem Wege L proportional ist, so ist 
die Linie, die der Schwerpunct beschreibt, eine Grade. Die Tan- 
gente des Neigungswinkels dieser Graden ist 

L . - . tg cp — L sin © £ . tg cp — sin © 

oder - 


L cos © 


cos © 


19. Von einem Puncte A, der vom Horizonte die Entfernung 
h hat, gehen zugleich zwei schwere Körper aus, der eine, 
den man bloss der Schwerkraft überlässt, der andere, indem 
man ihm eine Anfangsgeschwindigkeit von n Fuss in der 
Secunde ertheilt, und ihn auf einer schiefen Ebne fallen 
lässt, deren Gipfel A ist. Welches muss die Länge l dieser 
Ebne sein, damit die beiden Körper zugleich an der Erde 
anlangen ? 

Beispiel: h — 240', n=90', g — 30', wo g die von einem 
Körper am Ende der ersten Secunde durch den freien Fall 
erlangte Geschwindigkeit bezeichnet. 


Nennen wir die Zeit, die beide Körper gebrauchen , ( , so ist 

Der Weg l wird durch die Summe nt und - 8 “ >a * . er _ 

halten, wo der erste Summand der Weg vermöge der Anfangsge- 
schwindigkeit, und der zweite der vermöge der Schwerkraft auf 
der schiefen Ebeuo mit dem Neigungswinkel a ist. sin a ist aber 

= - ; also ist 


l 


, “* l+ fr A 

2 h 


Aus der obigen Gleichung folgt t 2 =-— und l = 




8 * 
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l 


/2A Ä * 

= ”V 7+7' 


oder 


r-ny/j-h'=0. 

Hieraus ergiebt sich 

,=n \f r e + \f n, % +k ' 

- f h 


= y! ~.[n + ^ +2gh]....(U) 


Bestimmen wir noch die Endgeschwindigkeit des Falls auf 
der schiefen Ebene. Die Geschwindigkeit wächst von n an um 
die Geschwindigkeit, die der Körper ohne Anfangsgeschwindig- 
keit erlangt haben würde; sie ist also 

'2 lh 

ff 

1 . 

:n +j * V 2 ff* a i 

1 yjn 1 + 2gh — n 

~h ’ 


~ n + ^7'' 
=n +7 • V 
I_ 1 

l y A ' n + ^ n 2 + 2gh ~ \ 
= 2^3 • [V» s + 2ffA— n]} 


2$A 


folglich ist die Endgeschwindigkeit 

i* = ^n* -f- 2jA. 

Dieselbe lässt sich noch durch folgende Schlüsse ermitteln: Ist ( 
die Zeit des Falles, so ist 

. n + v , , . t 

i= ~y~ •‘=(«-H--2 

ist aber = ~ ; vergleichen wir dies also mit der Formel . . 

(M) für l , so folgt, dass v = yj n 2 + 2gh ist. 


20. Zwei schiefe Ebenen, die die Längen l und 1‘ haben, sind 
so an einander gelegt , dass sie denselben Gipfel A haben. 
Ihre gemeinsame Höhe ist A. Zwei schwere Körper M und M‘ 
werden zu gleicher Zeit von den tiefsten Puncten dieser Ebene 
mit den Anfangsgeschwindigkeiten t> und v‘ in ihrer Längs- 
richtung gestossen. Welche Relation findet zwischen v und v‘ 


gle 
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statt, damit diese Körper zugleich am Gipfel Ä ankom- 
men? 

Beispiel: 1=400', V — ZOO 1 , ft = 240', t> = 160', 0=30'. 

Die Länge der auf der schiefen Linie 1 oder I' in einer Zeit 
( durchlaufenen Wege hängt ausser von der Anfangsgeschwindig- 
keit von dem Sinus des Neigungswinkels ab. Die Fallgesetze auf 
einer schiefen Eben® mit dem Neigungswinkel q> sind dieselben, 
wie in der Verticalen, wenn man in der beschleunigenden Kraft 
g das Product g sin (p setzt. Setzen wir nun die Neigungswin- 
kel der Linien 1 und l' respective = q> und <jp' , so ist nach derselben 
Zeit I, nach welcher die Körper am Gipfel ankommen, 

\ *=f«-4<7 8in(pl 2 
)r= V 't-lg siny't* “- {A) 

oder da sin = und sinqp'=- ( ist, 

j«—- t# f s ^ 

^ ('=«'< — ig-j/i 2 U tl =M—{ght 1 

l* — /'i 

woraus l= folgt. Setzen wir diesen Werth in eine der 

Iv — Iv 

beiden letzten Gleichungen, z. B. in die erstere ein, so erhalten 
wir eine Gleichung zwischen 1, 1', v, v' und gh. 

Die Rechnung ist folgende: 

— 

21* (1« — IV) 2 sz 2lc (l 2 — l' 2 ) {Iv — l‘v‘) — gh (l 2 — 1' *)* ; 


Setzen wir diesen Werth in eine der 


21* v 2 —41*1' w‘ + 2 1*1'*»'* / 

__ 21* (1* — 1'*) + 211' (!*—!'*) -f 0ft(l>— l' 1 )* | “ 0 5 

2 1* 1'* t>* — 2 11' (1* + i' 2 ) w>' + 21*1'V* + gh(l 2 — !'*)*= 0 
Dies ist die verlangte Relation. 

Denken wir ums die eine Geschwindigkeit v gegeben, so lässt 
sich »' aus der Gleichung berechnen. Die quadratische Gleichung 
hat reelle Wurzeln, wenn 6* — 4ac J>0 ist, d. h. wenn 

(2 11' (1* + 1'*) «)*— 4 . 2 1* 1'*. [2 1* l'*t>* + 0ft (1*— 1'*)*] > 0 ; 
oder, wenn wir mit 4 1* f 2 die Ungleichung dividiren 
(1* + i'*)*t>*— 41*1'*«* — 2gh(l 2 — 1'*)*>0 
oder da die beiden ersten Glieder zusammen (l 2 — 1' )*»* geben» 
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und wir also mit (l 2 — i' 2 ) 2 dividiren können, wenn 

t> 2 — 2gh>0 

ist. Die Wurzeln sind dann beide positiv, und sie haben beide 
eine Bedeutung. Unsere Grundgleichungen (4) gelten nämlich 
auch noch, wenn wir die Bewegungen über den Gipfel hinaus 
uns fortgesetzt denken, bis sie zur Buhe kommen und den ent- 
gegengesetzten Lauf zurücknehmen. Es können sich die Körper 
also auf dem Wege aufwärts , aber auch auf dem Bückwege ab- 
wärts in dem Gipfel der beiden Linien l und 1‘ treffen. Setzen 
wir z. B. die gegebenen Zahlen in die Wurzel unserer Gleichung 
. (i 2 + l n )v + U 2 — i' 2 ) >Jv 2 — 2gh 

* “ 2 lV 

. . 625 + 105 . 4 182 ', 5 ) 

ein, so erhalten wir v = == , also = j !. 

P — l 1 * . 

Setzen wir diese Werthe in den Ausdruck l— — :j-r em, so 

Iv — Iv 

40 " 10 " 

gieht der obere Werth < = - , der totere t = — . Daraus er- 

»3 3 


giebt sich dass die Körper in A auf dem Wege nach oben be- 
gegnen, wenn die Geschwindigkeit ti / = 130' ist, auf dem Wege 
nach unten, wenn die Geschwindigkeit 182', 5 beträgt. 


21. Welche totale Spannung hat der Faden eines einfachen 
Pendels in irgend einem Puncte seiner Schwingung? In wel- 
cher Lage des Pendels ist sie ein Maximum? 


Ist der Elongationswinkel co, der Winkel den das Pendel mit 
der Verticalen macht, wenn es sich in irgend einem Puncte der 
Schwingung befindet, sei 0, so ist die Geschwindigkeit der Pen- 
delbewegung für diesen Ort 

v = 2 Jg. r. (cos 0 — cos w). 

r. (cos 0 — cos co) ist nämlich die verticale Höhe, die der Pendel- 
bewegung auf der Kreisperipherie mit dem Badius r entspricht, 
wenn das Pendel sich durch den Winkel w — 0 bewegt hat. Die 


Centrifugalkraft F dieser 


Geschwindigkeit | j ist also für die 


Masse = 1, 


F= 4j(cos 0 — cos co) 
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Die Schwerkraft g vorgrössert diese Spannung um g cos ©, sodass 
die ganze Spannung des Fadens 

g (5 cos 0 — 4 cos co) 

beträgt. 

Das Maximum derselben findet für 0 = 0 statt, d. h. wenn 
das Pendel sich in der Verticale befindet. 

Sind 0 und co sehr kleine Winkel, so nähert sich die Span- 
nung dem Werthe g, oder dem blossen Gewicht des schweren 
Punctes. 


22. Welches ist das Verhältniss der Dauer einer halben Schwin- 
gung des einfachen Pendels zu der Zeit, welche es gebrau- 
chen würde, um auf der Sehne des Bogens zu fallen? Aus 
dem Verhältniss schliesso man, dass ein kleiner Bogen in 
kürzerer Zeit durchlaufen wird, als seine Sehne. 


Die Dauer einer halben Pendelschwingung x für die Pendellänge 
r und den Elongationswinkel (o ist 




i+ (4) 2 


smv co 


(oHnr) 


+ 


) 

•i 


2 ' \ 2. 4 / V 2 

und für kleine Elongationswinkel 

‘-■s*/ % 

Die Sehne des Elongationswinkels co hat die Neigung £ co gegen 
den Horizont ; ihre Länge ist 2 r sin J co , die Zeit also, die der 
Fall auf dieser Sehne erfordert, wird aus der Gleichung 
gl 2 , sin ^ co = 2 r sin $ co gefunden und zwar 


das Verhältniss 


Z . . , \7t 7t 

— ist also = - = -r , 

t 2 4 


also < 1. 


23. Wenn ein Mann auf einem Pferde steht, welches schnell 
einen Kreisumfang beschreibt, so setzt er seine Füsse auf 
den Theil des Pferderückens, der dem Mittelpunct der Bahn 
zunächst liegt , und neigt seinen Körper auf die Seite dieses 
Mittelpuncts. Es ist zu zeigen, dass diese Lage die einzige 
ist, die das Gleichgewicht des Reiters sichern kann. 
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Auf den Sehwerpunct des Mannes wirken zwei Kräfte, die 
Centrifugalkraft und die Schwerkraft ; jene treibt ihn vom Mittel- 
punct der Bahn horizontal nach aussen; diese vertical nach un- 
ten. Beide Compönenten bilden als Mittelkraft eine nach unten 
und aussen geneigte Richtung, in welcher die Füsse den Sehwer- 
punct unterstützen müssen. Auch müssen die Füsse den Theil 
des Rückens zur Unterstützung wählen, auf welchen diese Rich- 
tung senkrecht stehen kann, damit die Kraft völlig aufgehoben 
wird. 


24. Eine kleine Bleikugel befindet sich in einer Röhre, deren 
Axe mit dem Horizont einen Winkel co bildet, und die sich 
gleichförmig um eine Verticale bewegt, welche durch den 
untern Endpunct A der Röhre geht. Welches muss die Dauer 
< einer ganzen Umdrehung des Systems sein, damit die an 
einem Punct M der Axe der Röhre gelegte Kugel dort im 
Gleichgewicht bleibt? Man kennt die Höhe h des Punctes 
M über der durch A gezogenen Horizontale. 


Die Entfernung des Punctes M von der verticalen Drehungsaxe 
ist der Radius des Kreises, den M bei der Umdrehung beschreibt. 


Nennen wir ihn r, so ist r = h . cotg w. — . 

tgw 

Es sei F die Centrifugalkraft für die Geschwindigkeit v des 
Punctes M bei der Umdrehung in der Zeit t, so muss, wenn der 
Punct M ruhen soll, ihre Composante in der Richtung der Röhren- 
axe gleich der Composante der Schwerkraftswirkung in derselben 
Axe sein ; jene ist F cos e>, diese g sin u ; also 
F.cos w= 08 intu oder 
F=g.tg(o 


_ . _ t > 2 tg w . h 

Es ist F= — ,v 2 = F .r=g . — - 

r ' tgü) 




Ferner iste= 


2 rn 


also t = 


2 rn 

V 

2 rn 

\ la ä " 


2 & . n 


2n f h 

tgw V 9 


tgo) . 

Man kann nach dieser Formel leicht die Gleichung der Curve 
bestimmen, auf welcher die Kugel in jedem Puncte in Ruhe liegen 


bleibt. Es muss alsdann nämlich 


tg io 


eine constante Grösse be- 
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halten. 



wo ft die Entfernung der Verticale h von der 


Drehungsaxe bezeichnet, d. h. die zweite Coordinate des Punctes 

/» i 

M, dessen erste h ist. Setzen wir dies in - — = einer Constan- 

tgw 


ten c ein, so erhalten wir = c, oder 6 J = ch. Dies ist die 


Scheitelgleichung der Parabel. Die Drehungsaxe ist deren Axe 
und der Scheitel ihr unterster Punct, 


25. Eine kleine schwere Kugel befindet sich in einem Geflles, 
dessen innere Oberfläche die Fläche eines Umdrehungs-Ellip- 
soids ist. Das Gefäss dreht sich gleichförmig um seine als 
vertical angenomme Axe, deren Länge 2a ist. Man kennt 
ferner die andere Axe der erzeugenden Ellipse = 26, wie 
auch die Zeit ( einer ganzen Umdrehung des Gefässes. An 
welchen Punct M der drehenden Fläche muss man die Ku- 
gel legen, damit sie daselbst in Kühe bleibt? 

Man mag als Unbekannte die Höhe x des Mittelpunctes 
des Ellipsoids Über den Parallel- Kreis annehmen, den die 
Kugel beschreiben muss. Man berechne auch den Druck p 
den die Kugel im Puncte M auf die Fläche ausübt. (Fig. 28.) 

Man kann aus der vorigen Aufgabe die Gleichung 



anwenden. Man lege nämlich im Puncte M eine Tangente an 
die Curve, lasse diese die verlängerte verticale Drehungsaxe schnei- 
den und ziehe eine Horizontale durch M nach der Drehungsaxe, 
and nenne ihre Länge y. 

Unserer Bezeichnung gemäss ist die Gleichung der Ellipse 


(5H!f 




dx 

folglich tg ojsss — — = 


a 2 y 
6 V 


dx 

(— würde die Tangente des stum- 
dy 


pfen Nebenwinkels w sein). Die Grösse h der vorigen Aufgabe 
wird hier durch y tg tu dargestellt. Also ist 


'=%\f y A= 

W V g «V V 9 h x 


und 
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wenn wir die Gleichung quadriren und aufheben, so ist 
a 2 l 2 g — 4:Ti 2 . ii 2 x, also 

— a2gl2 
X 4i T 2 & 2 ‘ 


Der Druck in M gegen die Oberfläche ist, die Masse der 
Kugel als Einheit angenommen, 

9 


V = 


COS OJ 


denn pcosw = 0 und p.sinw=:F, weil g und F die Composan- 
ten^des Druckes sind. 

1 / i /~~b*~ x 2 

cos io — ^ j + tgw i - Y 1 ~ V 6 4 x 2 +«V 

i/ 1 = 6* |l — a ^ s0 a4 y 2== ° 4 ^ 2 — a 2 b 2 x 2 , folglich 

_ / b 4 x 2 _ ■ a ig 0 

cosm y j ) 4 a .2^. a 4j* — 0 *6*x 2 V® 4 — (a 1 — 6*)x* 

p= r-^ a * — ( a * — b 2 )x 2 . 
ox 


26. Man nehme an, dass die Erde und der Jupiter homogene 
Kugeln seien, deren Volumina sich wie 1 : 1470,2, und deren 
Massen sich wie 1:331,56 verhalten, beide Planeten drehen 
sich gleichförmig um ihre Axe, der erstere in 0,997 Tagen, 
der andere in 0,414 Tagen. Der Erdradius sei r = 6366745’". 

1) Wenn der Fallraum in der ersten Secunde auf der Erde 
4, m 90 beträgt, wieviel beträgt der entsprechende Raum auf 
dem Jupiter, von der Rotation abgesehen? 

2) Wenn die mittlere Secunden-Pendel-Länge auf der Erde 
0, m 994 beträgt, welches ist die entsprechende Länge y auf 
dem Jupiter, abgesehen von der Rotation? 

3) Die Centrifugalkraft am Aequator der Erde sei = 0, m 0339; 
welches ist sie (*) am Aequator des Jupiter? 

4) Die Dichtigkeit der Erde sei, das Wasser als Einheit 
gesetzt, 5,5; welches ist die Dichtigkeit S des Jupiter? 


1) Die Fallräume verhalten sich, wie die Massen, und umge- 
kehrt, wie die Quadrate der Entfernungen vom Mittelpunct des 
Planeten. Ich muss daher 4, m 90 mit 331,56 multipliciren , und 
da der Radius des Jupiter ^/l470,2 . r ist, mit ^1470, 2 2 das Pro- 
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dtxet dividiren , und erhalte 

4« 90. 331,56 


= 12, m 57. 


3,1673754 x 2 


yj 1470, 2 2 

Die logaritbmische Rechnung ist 
0,6001961 
+ 2,5205621 
— 2,1115843 6,3347528 

1,0991739 2,1115843 

Num. = 12,57. 

2) Die Pendellängen der Secundenpendel verhalten sich wie 
die Fallruthen; also ist 

12,57 


t/r=0, m 994 X 


= 2«, 549. 


4,90 

Die logarithmische Rechnung ist 

0,9973864 — 1 

• +1,0991739 

— 0,6901961 
0,4063642 
Num. = 2,549. 

3) Die Schwungkraft F eines Punctes von der Geschwindig- 
keit v für den Radius q ist = — , also für eine andere Geschwin- 
digkeit v 1 und den dazu gehörigen Radius r‘ ist 


.,'2 


F.V 12 Q 


F:F=- : + ; a lsoF=^f .+. 

Q Q v Q 

Da sich die Geschwindigkeiten, wie die Wege und umgekehrt wie 
die Zeiten verhalten, so ist, wenn wir statt des Verhältnisses der 
Wege das ihrer Radien setzen, 

tf Q‘ 0,997 . 

v p 0,414’ 

>,997 y 
>,414 ) 

= 2, m 2355 = r. 

Die logarithmische Rechnung ist 
0,5301997 — 2 


Q \0,4 


0, m 0339 




+ 1,0557921 
+ 0,7633898 
0,3493816 
Num. = 2,2355. 


3,1673764 
3 ) 1,0557921 

0,9986952—1 

—0,6670003—1 

0,3816949(X2 

0,7633898 
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4) Die Dichtigkeiten verhalten sich wie die Massen nnd um- 
gekehrt wie die Volumina, also ist 

<5 = 5-6 X -o = M4. 


1470,2 


Die logarithmische Bechnung ist 


0,7403627 
+ 2,5205621 
—3,1673764 
0,0935484 


Num. = 1,24. 




27. Den Einfluss der Axendrehung der Erde auf die Intensi- 
tät und Richtung der Schwerkraft in irgend einem Puncte 
der Oberfläche zu bestimmen. 


Es werde die Erde als eine homogene Kugel vorausgesetzt. 
Man kennt die Intensität g der Schwerkraft, die an allen 
Puncten der Oberfläche statt haben würde, wenn sich die 
Erde nicht um ihre Axe drehte. Man weiss ferner, dass die 


Intensität der Schwungkraft am Aequator — - von der der 

289 


Schwerkraft beträgt. 

Als Unbekannte wähle man die Intensität g' der scheinbaren 
Schwerkraft für eine Breite <p, und den Winkel e, den der 
Faden des Bleiloths mit dem Erdradius für die Breite <p 
macht. (Fig. 29.) 


Setzen wir den Bruch — — - = a, so ist die Schwungkraft F am 


am Aequator —a.g. Dieselbe ist = — , wo v die Geschwindig- 
keit und r den Radius eines Punctes des Aequators bezeichnet. 
Für einen Punct der Breite g> ist die Geschwindigkeit e<=t?.cos <p 
und der Radius des Parallelkreises r . cos q>, also ist die Schwung- 
kraft 


v 1 . cos CD 1 

F — — = F. cos m= ctg cos rp 

r . cos (f T 

Die Richtung der Schwerkraft schliesst mit der Richtung der 
Schwungkraft nicht den Winkel cp , sondern n — (p ein, indem 
erstere nach dem Mittelpunct der Erde, letztere abwärts von der 
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Erdaxe hin gerichtet ist. Die Formel für die Resultante der bei 
den Kräfte g und qp cos qp unter dem Winkel n — <p ist also 
g'=Jg 2 — 2 ag 2 cos y* 4* « 2 0 2 cos (p 2 
=^1 — 2a cos (p a 2 cos (p 2 . 


In dem Dreieck, dessen Seiten g, g‘ und F‘ sind, ist 
g ‘ : F'= sin q>: sine, also 

F'.sinq) _ q sin <p cos cp 

g‘ ~ J 1 — 2acos gj’-f-q 1 cos 9p 1 ' 


Sill £ = 


Die Wurzelausdrücke ändern ihren Werth fast gar nicht, wenn 
wir das Glied q*. cos^inq^osqp* verändern, indem q 1 eine 


289.289' 


sehr kleine Grösse ist, nämlich 
den dadurch vollständig, und es ist 

g‘=g( 1 — qcosqp 2 ) und sine 


Die Wurzeln wer- 

q sin cp cos (p 
1 — qcosqp*' 


Sei dieser Betrachtung ist die Abplattung der Erde nicht 
in Betracht gezogen. Es bewirkt dieselbe, dass die Schwerkraft 
mit der Breite zugleich zunimmt, sodass der Unterschied zwischen 
der Schwerkraft am Aequator und der in einem Puncte der Breite 
qp in Wirklichkeit grösser ist, als er nach obiger Rechnung er- 
halten wird. 


28. Welches ist das Verhältniss x der Centrifugalkraft zur 
Schwerkraft an der Grenze der Atmosphäre über dem Aequa- 
tor. Man nehme dies Verhältniss für einen Punct desAequa- 


tors auf der Erde = 


289’ 


und die Höhe der Atmosphäre 


0,01 vom Radius der Erde, an. 


Bei gleichzeitiger Drehung verhalten sich die Centrifugalkräfte 
wie die Radien. Drum ist', wenn wir die am Aequator F, und 
die am Ende der Atmosphäre daselbst F‘ nennen', F‘ — F. 1,01. 
Die Schwerkraft g nimmt mit dem Quadrat der Entfernung ab 


also ist sie am 
also 


fraglichen Pjuncte g' *=» ; 


EL 

9‘ 


x 



1 

289 



oder x ist 


Digitized by Google 



126 


Die logarithmische Rechnung ist 

— 1,4608978 0,0043214 X 3 

0,0129642 0,0129642 

—2,4479336 

Num,= 280,5 ' 

Stellt man sich die Frage, wo x — 1 sein, d. h. die Schwer- 
kraft von der entgegenwirkenden Centrifngalkraft an den Puncten 
über dem Aequator aufgehoben werden würde, so muss die Zahl 1,01 
durch eine so grosse ersetzt •werden, dass ihr Cubus 289 ist, 

^289=Num. 1 2 ’ 46 ^ 8978 =Num. 0,8202993 = 6,6115. Soviel 
o 

Erdradien muss der Punct vom Mittelpunct der Erde entfernt sein, 
d. h. 5,6115 Erdradien über der Erde (S. Traitd de Mdcanique 
par Poisson. Nr. 620.) 

29. Von zwei Puncten A und A‘ aus, die in derselben Hori- 
zontalen liegen, stösst man in demselben Augenblick zwei 
schwere Puncte M und M' in der Richtung der Graden AT 
und A'T, die in derselben Verticalebne liegen. Am Ende wel- 
cher Zeit ( wird die Entfernung d der beiden Puncte em 
Minimum sein? Welche Bedingung ist nöthig, damit sich 
die beiden bewegten Puncte treffen ? In welchem Puncte C 
findet das Zusammentreffen statt? 

Man kennt die Entfernung AA! oder c der beiden Puncte, 
die Anfangsgeschwindigkeiten a und a\ die Neigungswinkel 
TAÄ = 0 und TA'A = 0', und endlich die Intensität der 
Schwerkraft g. Man lasse den Widerstand der Luft unbe- 
rücksichtigt. 

Nehmen wir den Punct A zum Anfangspunet rechtwinkliger 
Coordinaten, die Horizontale von A nach A' zu als positive Axe 
der x, und die Verticale von A nach oben als positive Axe der 
y, so ist am Ende der Zeit ( 

! x = a cos 0 . t j x‘ — — o' cos 0'. ( + c *) 

y = asin©.( — gl 2 | y‘ = a! sin 0' t — gl 2 

wo x,y den Punct in AT und x'y' den in A'T' bezeichnet. Im 


1) Das — Zeichen ror a' cos©' kommt daher, dass wir den Winkel 0' nicht 
in demselben Sinne, als den Winkel 0 genommen haben, sondern so, dass er mit 
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Sinne der x wirkt nämlich nur die eine Componente der Anfangs- 
Geschwindigkeit, im Sinne der y die andere Componente und die 
Schwerkraft, diese letztere aber der positiven Richtung der Axe 
der y entgegen. Die Entfernung d finden wir durch die Formel 
d 2 = ( x‘ — x') 2 + (y — y') 2 ; dies giebt 
d 2 = [(a cos © + a' cos ©') ( — c] 2 + [(a sin 0 — a ' sin &) <] 2 
= [a 2 + a' 1 + 2 aa‘ (cos © cos & — sin©sin©)]t 2 
— 2c (a cos 0 + a! cos ©') ( -f c 2 ; 

(M) ... d 2 - [a 2 + a /2 -|-2ua'cos (@-j-©')]t 2 — 2c (a cos ©-f-a' cos Q') t-fc 2 
Damit d ein Minimum werde, muss d 2 ein solches werden. Ein 
Maximum für d 2 kann nicht erhalten werden, da der Factor von 
t 2 , nämlich a 2 + a' 2 -(- 2aa' cos(© -j- ©'; immer eine positive Zahl 
sein muss. Es kann also d 2 bis -+- CO wachsen. 

Hat man aber eine algebraische Function vom zweiten Grade 
px- + qx = y 

bo wird y ein Maximum oder Minimum sein, wenn 

px 2 + qx — y = 0 

nur eine Wurzel hat; die Function wird dann nur einmal zu Null 
und dieser Werth Null ist dann entweder ein Maximum oder Mi- 
nimum. Es ist aber 

* q _l / <t 2 , y 
X = ~2j + V 4f 2+ 2^ 


Es muss also y so bestimmt werden, dass die Grösse unter dem 
Wurzelzeichen verschwindet; also 
Q 2 


4p 1 


JL =0 

2p ’ 


q 2 ^ q 

folglich y = — — , dann ist x — — — . 

4p 2p 

In unserer Function (M) ist nun y = d 2 — c 2 zu setzen, p ist der 
Coefficient von t 2 und q der von (. Es ist also d 2 — c* ein Mi- 
nimum, und also auch d ein Minimum, wenn 

c. («cos © -f- a' cos 0) . i 

t = — n ■ o — ; 77TTFJ: • • • • (A) 18t > und es 18t alsdann 

o 2 + a n -j- 2oa'cos (0-f &) 

.j g _ c 2 (a cos © o! cos Q') 2 

a 2 -f-a' 2 + 2aa'cos (0-f- ©')’ & S ° 


jenem innere Gegenwinkel bildet. Die Formeln werden unseren ähnlich, wenn man 
als G ' den correspondirenden W inkel zu G wählt. Es kann übrigens G und G' un- 
abhängig vou einander spitz oder stumpf sein; die Formeln gelten doch. 
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2 2 (acosQ + a'cos©') 2 

— C a 2 -j- a' 2 +2 ao' cos (© + ©') ' 

j [a 2 + a' 2 + 2aa'cos (©-{-©')] — (acos 0 + a'cos ©')* 
a 2 a' 2 +2 aa' cos (® + ©') 


Der Zähler des Bruches ist 

a 2 (l — cos © 5 ) + a' 2 (l — cos 0' 2 ) +2aa'[eos(0-f ©') — cos ©cos ©'] 
= a 2 sin 0 2 -j- o' 2 sin @' 2 — 2aa' sin 0 sin 0' 

= (a sin 0 — a! sin ©') 1 ; 

c (a sin © — a' sin 0') 

Folglich d=» V - , ~ wo das doppelte Zei- 

6 ^ a 2 + o' 2 + 2a«' cos (0 + ©') 

chen nur dazu dient, dass der Werth von d nur positiv werden 

kann. 


Sollen sich M und M‘ begegnen, so muss d = 0 sein, 
a . sin © — a! sin ©' = 0 oder asin © = a' sin 0' 
ist also dazu die nothwendige Bedingung, d. h. es müssen die 
verticalen Composanten der Anfangs-Geschwindigkeiten gleich sein. 
Es ist alsdann, wie aus den ersten Gleichungen der Betrachtung 
erhellt, y = y', und die Puncte zu derselben Zeit in gleicher Höhe 
über der Horizontalen. 


Um die Zeit { des Zusammentreffens zu bestimmen, betrach- 
ten wir den Nenner in (IV) 

o 2 -f o' 2 + 2ao' cos (0 + 0') 

= a 2 +,a <2 + 2aa' (cos © cos & — sin ©sin©'). 

Es ist asin® — a'sin©' = 0, also auch (asin© — a'sin 0') 2 = 0. 
Ziehen wir dies Quadrat von unserm letzten Ausdruck ab, so er- 
halten wir 

a 2 (1 — sin 0 2 ) -+- a' 2 (1 — sin 0' 2 ) ■+• 2aa' cos ©cos ©. 
= a 2 cos© 2 -{-a' 2 cos 0' 2 -f 2aa' cos ©cos 0' 

= (a cos © a' cos 0') 2 
Desshalb wird der Ausdruck ( in (Pf) 

c 

a cos 0+ a' cos 0 ’ 

Wenn wir diesen Werth in x und y oder in x‘ und y 1 einsetzen, 
so erhalten wir die Coordinaten des Treffpunctes. 


30. Ein cylindrisches Gefass mit verticaler Axe enthält eine 
tropfbare Flüssigkeit, die durch zwei kleine seitliche, verti- 
cal über einander befindliche Oeffnungen A und A! mit dün- 
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. ner W^lupg ausfliesst. Während des Ausflusses erhält man 
das Niveau auf einer constanten Höhe, die A über A und 
h' . über beträgt. Wo äst der Treffpunct der aus den Oeff- 
nungen hervorgehenden krummlinigen Strahlen ? (Fig. 30.) 

Setzen wir den beim Ausfluss aus Oeffnungen mit dünner Wau- 
dung zu merkenden constanten Factor 0,62=/«, so sind die Aus- 
fiussgeschwindigkeiten bei A und A\ die wir mit c und c‘ bezeich 
nen, 

c=ftyj2gh und c' = /u yj 2 gh'. 

Die Ausflusscurven sind, wenn man vom Widerstand der Luft 
absieht, bekanntlich Parabeln. Für die vom Puncte A ausgehende 
haben wir die Gleichungen 

y - cl und x = \gi 2 

wenn A als Anfangspunct der horizontalen Coordinaten und der 
verticalen Abscissen angenommen wird. Nehmen wir die Abscis- 
sen vom Niveau an, so erhalten wir f *» w 

, • ' 'k 

y=sct und x — A = ^0t 2 

und die Gleichung der Parabel, die von A ausgeht, 

* 2 c» * 

L y-= _(*-_/,) 

Ebenso hat die von A' ausgehende die Gleichung 

9 

y 2 ~ g~ (* — 

Lösen wir diese beiden Gleichungen nach x und y auf, so erhal- 
ten wir die Coordinaten des Treffpunctes x„ y r Um x, zu fiuden 
haben wir 

c 2 (x, — A) — c ' 2 (x, — W , also 
C '2/ ( '_ C I Ä 

x, = 

c 2 — c 2 

Setzen wir hier die Werthe c' 2 = f.i- .2gh‘ und c 2 = /u 2 .2glt ein, 
so ist 

A' 2 - h 2 


= A' -(- A, also 
2 c 2 .W 2 c' 2 A 


X ' A' — A 


y, — 

9 9 

== 4/i 2 lih 1 

Beide Ausdrücke sind von g, der Schwerkraft, unabhängig; der 
von x, hängt auch von ft nicht ab. 

Bar y, neue p hys. Probleme, 9 
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31. Man hat eine Keihe homogener vollkommen elastischer 
Kugeln, deren Massen eine geometrische Progression bilden. 
Diese Kugeln berühren sich; ihre Mittelpuncte liegen in ei' 
ner graden horizontalen Linie. Man lässt zuerst die erste 
gegen die letzte mit einer gegebenen Geschwindigkeit stossen ; 
darauf thut man mit der ersten einen gleichen Stoss, indem 
man den Stoss durch alle Kugeln der Reihe hindurchgehen 
lässt. Man verlangt das Yerhältniss der Geschwindigkeiten, 
die die letzte Kugel durch den unmittelbaren und durch den 
mittelbaren Stoss erhält. 


Wir gehen von den bekannten Formeln vom Stoss elastischer 
Körper aus: 

(m — rn‘) t> -f- 2 mV ^ (m — m)ü' + 2mv 

m -f- m! ’ m -f- m‘ 

wo m und m' die Massen der elastischen Körper, v und v‘ ihre 
Geschwindigkeiten vor dem Stoss, V und f ihre Geschwindig- 
keiten nach dem Stoss bedeuten. 


Haben wir nun n Kugeln in unserer Reihe und ist e der 
Exponent derselben, so ist diese Reihe 


m, em, e 2 m, ro. 


Stösst nun m auf s n ~ , m unmittelbar, das vor dem Stosse 
in Ruhe war , so erhalten wir aus V 1 , indem wir t>' = 0| setzen 

2mv 2v 


P<") == 

Stösst m auf em, so ist 

W‘ = 


m+e n-1 m 


2 mv 


l+e»-i 

2v 


m + em 1+e 
Stösst em mit dieser Geschwindigkeit auf e 7 m, so ist 
2v 2 em 2*v 


W“: 


Ebenso ist 


1 + e em+e 2 m 
2*v 


(1 + e ) 2 


W“ — 


u. s. w. 


( 1 + «)* 

2" _, i» 

ö+tT'- r 1 

F (n ) _ ( 1 + c )"“ 1 

” 2"-2(l + e n ~ l )‘ 
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Ist e = 1 , so ist dies Verhältnis = 1 und es ist die Wirkung 
dieselbe, ob ich die Reihe der Kugeln bis auf zwei vermindere 
oder beliebig vermehre, die letzte Kugel erhalt dieselbe Geschwin- 
digkeit, nämlich die der anstossenden Kugel. Die Function — 

° jf't») 

hat die merkwürdige Eigenschaft, dass sie dieselbe Form annimmt, 
wenn wir — für e setzen; nämlich 


( 

1 + 

1 ' 
« t 

r 

(e-fl)— ■ 1 _ (1 + e)»-» 

2 j 

L>+l 

(f) 

-j 

2 ■-*[«" >+l] 2» -*(l +£"-') 


sodass sie für reciproke Werthe von t gleiche Werthe erhält. 
Durch Entwickelung des ersten Differentialquotienten ergiebt sich, 
dass die Function vou e = G bis 6=1 zu-, also von e = 1 bis 
£— 00 abnimmt. Der Werth, dem sich dieselbe für ein sehr 

kleines und sehr grosses e nähert, ist ■ 

Es geht daraus hervor , dass für jedes vou 1 verschiedene e, 
d. b. für eine ab- oder zunehmende Reihe der Kugelmasscn die 
Wirkung durch die Einschaltung der Zwischenglieder stärker 
wird, als sie ohne diese Einschaltung gewesen wäre. 

152. Eine vollkommen elastische Kugel, deren Geschwindigkeit 
und Richtung bekannt sind, stösst schräg auf eine andere 
ruhende Kugel von demselben Stoffe und doppelter Masse; 
welches werden nach dem Stosso die Richtungen und Ge- 
schwindigkeiten der beiden Kugeln sein? Man nimmt an, dass 
die beiden Körper sich ohne Reibung auf einer horizontalen 
unendlichen Ebene bewegen können. (Fig. 31 und 32. \ 

Die Massen der beiden Kugeln seien m und 2m. Wir 
nennen q> den Winkel, den die Centrallinie der beiden Ku- 
geln im Moment des Stosses mit der Richtung des Mittel- 
punctes der bewegten Kugel einsehliesst , und zerlegen die 
Kraft mv in zwei Seitenkriifte , nach der Richtung der Cen- 
trallinie und nach der darauf senkrechten; diese Seitenkräfte 
sind m«. cos (p und mv . sin cp. Nach den Formeln der vorigen 
Nummer ist also die Geschwindigkeit, die die grössere Kugel 

9 * 
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2mv cos <p 

in der Richtung der Centrallinie erhält, - — - — ~ = } v cos cp und 
die kleinere in derselben Richtung erhält, — ^%os<jp= — ^ucosg;. 


Diese letztere Geschwindigkeit setzen wir mit der darauf 
senkrechten v sin cp zu einer Resultirenden zusammen. Nennen 
wir xjj den Winkel, den diese Resultirende mit der auf der Cen- 
trallinie Senkrechten einschliesst, so ist 

cos w 

VE* 

Dies ist — cotg (90° Nennen wir # diesen Winkel 

90° +xp, den die Richtung der Bewegung der kleineren Ku- 
gel mit der Richtung der Bewegung der grösseren einschliesst, 
bo ist 


— cotg# = £ cotg cp oder 
t g#=r — |tg9> 

Der Winkel cp könnte nicht unmittelbar gegeben sein, son- 
dern nur die Lage eines Punctes der Richtung der bewegten Ku- 
gel 5 r z n und der Winkel dieser Richtung gegen eine bekannte 
andere. Z. B. man kenne die Entfernung a des Mittelpunctes der 
Kugel , als die Kugel (etwa durch einen Queue-Stoss) die Geschwin- 
digkeit t> empfing, vom Mittelpunct der ruhenden Kugel und den 
Winkel a, den die Richtung der Bewegung mit der Richtung der 
Centrallinie der aufangs ruhenden Kugeln einschloss. Der Win- 
kel cp wird dann leicht durch trigonometrische Auflösung eines 
Dreiecks gefunden , in welchem zwei Seiten a und r + ?2.u = r 
(1+^2) und der der letztem gegenüberstehende Winkel a be- 
kannt sind. Es ist sin cp — • Im Vorstehenden ist der 

T r.( 1 + ^2) 

Winkel cp spitz zu nehmen. 


Drittes K apltel. 

Probleme der Hydrostatik und Aerostatik- 

33. Welches ist das Verhältniss des Gewichtes x eines Stük- 
kes Blei zum Gewicht y eines Stückes Kork, die man ver- 
binden muss , damit das System sich im Wasser im Gleich- 
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gewicht erhalten kann ? Man kennt die Dichtigkeiten o, 6, c 
des Blei’a, des Korks und des Wassers. 

(o=ll,35; 6=0,24; c = l.) 

Ein in eine Flüssigkeit eingetauchter Körper wiegt, wenn er 
im Wasser untersinkt, um das Gewicht der verdrängten Flüssig- 
keit weniger, als ausserhalb der Flüssigkeit. Da die verdrängte 
Flüssigkeit ebenso grosses Volumen hat, als der eingetauchte 
Körper, so ist das Verhältniss dos Gewichts des Körpers zum 
Gewicht der verdrängten Flüssigkeit gleich dem Verhältniss 
der specifischen Gewichte; also hier für Blei und Wasser = 

c c 

— . Es wiegt also der Bleikörper im Wasser x x oder x 

a a 


Ein in einer Flüssigkeit aufsteigender Körper steigt mit der 
Kraft, die dem Gewicht der verdrängten Flüssigkeit gleich ist, 
muss aber sein eigenes Gewicht zunächst tragen, sodass man um 
die wirkliche Steigkraft des Körpers zu erhalten vom Gewicht 
der verdrängten Flüssigkeit das Gewicht des Körpers abziehen 
muss. Das Gewicht des Wassers, die der Korkkörper y ver- 

drängt, ist aus demselben Grunde wiQ vorher — . y und daher 


c c 

die Steigkraft desselben— y — y — y(~ — 1). 

c c 

Die beiden Kräfte x(l ) und y (- — 1) müssen, wenn die 

o 6 

Verbindung von Blei und Kork im Wasser schweben soll, gleich- 
gesetzt werden. Daraus ergiebt sich 

— 1 

x 6 _ o(c — 6) 

V ~ j _ ~ b(a — c) 

a 


Die logarithmische Bechnung für unser Zahlenbeispiel ist 
1,05500 
+ 0,88081 — 1 

— 0,38021 + 1 

— 1,01494 

N. 0,54066 = 3,4726 = - 

' V. 
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34. Eine Kugel von Wachs und eine Kugel von Platin wie- 
gen in der Luft gleich schwer. Wenn man die Dichtigkei 
ten a, b, c des Platins, des Wachses und der Luft kennt, 
das Verhältnis der wirklichen Gewichte der beiden Kugeln 
zu finden, (a = 22; 6 = 0,96; c = 0,0013.) 


Es seien x und y die wirklichen Gewichte des Wachses und 
des Platins, so ist ganz nach der Betrachtung der vorigen Num 
c c 

mer .j: =p und ebenso y y=p, indem das Wachs 

c 

durch das Eintauchen in die Luft — x von seinem Gewichte x, 

b 

und das Platin —y von seinem Gewichte y verloren hat. Also 


x -x = y y, 

b a 


% (1 -) -y—(l 



b(a — c) 
a{b — c) 


Die logarithmische Rechnung für unser Zahlenbeispiel ist: 
0,98227 — 1 
1,34237 

— 1,34242 , 

— 0,98168 -fl 

N. 0,00054 = 1,00125 = f. 

y 


35. Eine Kugel von Blei und eine Kugel von Elfenbein, de- 
ren absolute Gewichte gleich sind, seien mit dünnen Fäden 
an die Enden eines Wagebalkens aufgehängt und so in Was- 
ser eingetaucht , die Bleikugel ganz und die Elfenbeinkugel 
so weit, bis Gleichgewicht entsteht. Man verlangt das Ver- 
hältniss z des eingetauchten Theiles der Elfenbeinkugel zum 
ganzen Volumen derselben. 

Die Dichtigkeit des Bleis ist a, die des Elfenbeins 6, des 
Wassers c, und d die Dichtigkeit der den oberen Theil der 
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Elfenbeinkugel umgebenden Luft. (a= 11,35; 6=1,92; 
c = l; d= 0,0013) 

Nennen wir x das absolute Gewicht der beiden Körper, so wirkt 
an der Elfenbeinkugel das Gewicht x nach unten, nach oben aber 

£ 

drei Kräfte, 1) die Sinkkraft der Bleikugel; sie ist x — — x. 

a 

2) Das Gewicht des vom Theile zx, welcher eingetaucht ist, ver- 

£ 

drängten Wassers; es ist — .tx. 3) Das Gewicht der vom in die 

6 

Luft ragenden Theile (1 — x) x verdrängten Luft ; es ist ^.(1 — x)* 

Die Kräfte , die nach oben wirken , müssen nun zusammen der 
Kraft * gleich sein; also ist 
c c d 

x x-f — *35 + — (1 x) X=zX\ folglich 

a b b 

c d 

a 6 _ 6c — ad 

1 ~ e d a(c — d) 

T ~~ T 

Für unser Zahlenbeispiel ist 6c = 1,92 : , ad=0, 014755 6c — ad = 
1,90524. Dann ist die weitere logarithmische Rechnung: 
0,27995 

— 1,05500 

— 0,99944+1 

N. 0,22551 — 1 = 0,1 6808 = x. 

36. In einem Gefasse, das unten Quecksilber und oben Was- 
* ser enthält, befindet sich eine Eisenkugel im Gleichgewicht, 
indem der untere Theil y im Quecksilber, der obere x im 
Wasser eingetaucht ist. Welches ist das Yerhältniss der bei- 
den Räume x und y? Die Dichtigkeiten des Quecksilbers, 
Eisens und Wassers sind a, 6, c. (a=13,6; 6 = 7,8; e = l.) 

Der obere Theil hat das absolute Gewicht bx, da er aber den 
Raum x von Wasser verdrängt, so wirkt nur die Kraft bx—cx 
nach unten. Der untere Theil wiegt 6y, verdrängt aber y Queck- 
silber, dessen Gewicht ay ist , also wirkt eine Steigkraft ay — by 
nach oben. Wegen des Gleichgewichts ist also 
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x(b — c)~y(a — b ) ; atsö 

x a — b 

y b — c' 

Die lognrithmische Berechnung des Zahlenbeispiels ist : 

0,76343 

0^83251 

N. 0,93092 — 1 = 0,85294 


37. Um die Dichtigkeit eines Körpers A zu bestimmen, der 
leichter als Wasser ist. sucht man zuerst sein Gewicht p in 
der Luft, darauf befestigt man ihn an einen dünnen Faden , der 
um eine am Grunde eines Wasser- Gefässes befestigte Rolle 
geht, und verbindet das andere Ende des Fadens mit der 
einen Schale einer Wage; die andere Schale erhält dann ein 
Gewicht p', das hinreicht um den Körper A vötlig unter 
Wasser zu bringen. Welches ist dann die Dichtigkeit x des 
Körpers .4 im Verhältniss zum Wasser? (Wenn der Körper 
A von Kork ist, und p = 30», so ist p' = 95» zu setzen.) 

V 

Das verdrängte Wasser hat daun das Gewicht p-\-p\ also ißt 
das verlangte Verhältniss 


P+P 


Für unser Zahlenbeispiel ist x~ 


30 

125 


=0,24. 


38. Ein Stück Kork wiege p° in der Luft, eine Bleikugel 
wiege p'v im Wa-ser. Wehn Kork und Blei verbunden und 
eingetaucht unter Wasser gewogen werden, so wiegen sie Zu- 
sammen p" Man wünscht das' Verhältniss x der Dichtig- 

j- L • * [• j* " • 

keit des Korkes zn der des Wassers zu wissen. 

(Man kann p = 30, p'' = 110, p"=l 5 ännehmen.) 

Das Gewicht, das in der vorigen Nummer durch p‘ bezeichnet 
wurde, und dazu diente, den Korkkörper unter Wasshr Zu drücken, 
wird in dieser Aufgabe durch p' — p“ bezeichnet werden müssen, 
indem dieses Gewicht denselben Zweck erfüllt. Also Ist 

_ P 

p~TV-p"- 
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Unser Zahlenbeispiel ergiebt 


*=^“ 0 ’ 24 ' 


39. Ein Körper A sei im Wasser löslich, und seine Poren so 
gross , dass Flüssigkeiten eindringen können. Er wiege in 
der Luft p. In der Flüssigkeit F, in der er unlöslich ist, 
wiege er p'. Nachdem man den Körper A aus der Flüssig- 
keit F genommen , wiege er p" in der Luft. Noch kennt 
man die Dichtigkeit d der Flüssigkeit F im Verhältnis zu 
Wäasör. Man will das specifische Gewicht x des Körpers A 
(im Verhältnis zu Wasser) finden. 


Wir bestimmen zunächst das specifische Gewicht des Körpers 
im Verhältnis zur Flüssigkeit F. Das Gewicht der vom Körper 
verdrängten Flüssigkeit ist 1) das Gewicht der in die Poren ein- 
gedrungenen Quantität, nämlich p" — p, 2) das Gewicht der Flüs- 
sigkeit, welche die undurchdringliche Masse verdrängt hat, dasselbe 
ist p — p'; also die Summe beider Gewichte 

(p"_p) + (p — p') = p "_ p*. 

Unser specifisches Gewicht im Verhältnis zur Flüssigkeit F 


können wir durch — bezeichnen ; also ist 
d 


x 

1 



also x = 



40. Wie könnte man das Verhältnis* der Dichtigkeiten zweier 
Flüssigkeiten ermitteln, wenn man nur diese beiden Flüssige 
keitert und eine weite in vier parallele Zweige gebogene, gra- 
duirte Röhre zur Verfügung hätte? 

Man giesse in den einen Zweig, den wir den ersten nennen 
wollen, etwas von der einen Flüssigkeit, die alsdann im zweiten 
auf dieselbe Höhe steigen wird, als im ersten. Dann giesse man 
in deh vierten Zweig von der andern Flüssigkeit etwas ein ; so 
wird durch dieselbe Luft im zweiten und dritten Zweige abge- 
sperrt, welche verhindert, dass das Niveau im dritten und vierten 
Zweige sich herstellt. Diese Luft wird eine Zusammendrückung 
erleiden, und bewirken, dass di« Niveau’s im ersten und vierten 
Zweige höher stehen, als im zweitön und dritten. Db die Luft 
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auf beide Flüssigkeiten gleich stark drückt, so werden die Niveau- 
unterschiede h und h' der Flüssigkeiten sich umgekehrt verhalten 
müssen';, wie die specifischen Gewichte x und x‘ derselben; also 

h x' 

T 1 ~ V 

41. Welches ist die Dichtigkeit x einer Flüssigkeit, in welche 
das Aräometer von Beaurad mit absteigender Scale bis zum 
n ien Grade eintaucht? 


NB. Um dieses Aräometer zu graduiren, liess es Beaumd 
zuerst in reinem Wasser von 10° R. , darauf in einer Mi- 
schung von 17 Unzen Wasser und 3 Unzen trockenes See- 
salz schwämmen. Bei 10° (R.) ist die Dichtigkeit 1 -f a dieser 
Mischung 1,1136, die Dichtigkeit des Wassers zur Einheit 
genommen. Beaume setzte 0 uud 15 an die Puncte für die 
Eintauchung im Wasser und in dieser Soole; die Entfernung 
der beiden Puncte theilte er in fünfzehn gleiche Theile und 
verlängerte die Scale bis an das untere Ende des Scalensta- 
bes, der cylindrisch sein muss. 


Wird ein Aräometer in zwei verschiedene Flüssigkeiten getaucht, 
so verhalten sich die specifischen Gewichte umgekehrt wie die 
eingetauchten Aräometerräume. Denn es wiegt die verdrängte 
Flüssigkeit immer so viel, als das Aräometer. Wiegen aber zwej 
Flüssigkeitsmengen, wie überhaupt zwei Körper, gleichviel, so ver- 
halten sich die specifischen Gewichte umgekehrt wie die Räume, 
die sie einnehmen. Nennen wir nun die Räume, die der einge- 
tauehte Aräometer beiO 0 , 15°, n° verdrängt, respective A 0 , d 15 , A m 
so ist 


.. . r — d° . 1 4. n — dfi-- 

A n wird erhalten indem wür den Raum zwischen A 0 und A n , d.i. 
nmal den Raum eines Grades von A 0 abziehen. Ein Grad hat 


aber den Raum 


A n — A 


15 


15 


, also ist 


a — a „ 

An — A u ■ • W 


Aus diesen drei Gleichungen folgt nun 
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15(l + a) 

~ 15(1 -f-a) — net 


15(1 + «) 

15 — (« — 15)a 


42. Welches ist die Dichtigkeit y einer Flüssigkeit, in welche 
das Aräometer von Beaumö mit aufsteigender Scale bis zum 
u ,en Grade eintaucht? 


NB. Um dies Aräometer zu graduiren, liess Beaumd das 
Aräometer erat in einer Mischung von 9 Unzen reinen 
Wassers und 1 Unze trockenes Seesalz, darauf in reinem 
Wasser schwimmen. Bei 10°(R) beträgt die Dichtigkeit 1 -)- ß 
dieser Salzlösung 1,0855 im Bezug auf Wasser als Ein- 
heit. Beaumd setzte 0 und 10° an die Eintauchungspuncte 
in die Soole und in das reine Wasser, theilte die Entfernung 
zwischen den Puncten in zehn gleiche Theile und verlängerte 
die Scale am Scalenstabe nach oben. *) 

Nach demselben Prineip der vorigen Nummer ist 

i+f-4; 

u„d = + 

folglich 

^ 1 

< _ j L 

n _* I l±i.n 

10 ' 1 -f ß n Iö^ 

10(1 + ß) oo , • . ; i ; I 

10 + /97 



43. Eine Flasche voll trockener Luft unter dem Drucke h 
wiege p»; dieselbe Flasche voll trocknen Chlorgases unter 
dem Druck h ' wiege p'v ; dieselbe Flasche voll destillirten 


1) Hier entspricht nicht, wie an der vorigen Scale dem Nullpunclc die Dichtig- 
keit des reinen Wassers ; die spcciQschen Gewichte unter 1 beginnen erst mit den 
Graden von 10° an aufwärts, wahrend die Grade unter 10° sich auf spcciflsche Ge- 
wichte etwas über 1 beziehen. 
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Wassers endlich wiege p“ g . Das Wasser habe die m fache 
Dichtigkeit dfer trocknen Luft beim Drucke H. Man fragt, 
welches ist das Verhältniss x der Dichtigkeit des Chlors zu 
der der Luft bei einem gemeinsamen Druck. Die Tempera- 
tur soll sich bei den di ei- Beobachtungen gleich bleiben. 

Numerisches Beispiel für die Temperatur 0 U (R): 
p = 740; p' = 742,37 ; p" = 2020; ».= 769; h=h‘ — U = 76™. 


Nennen wir das Gewicht der Flasche G, so wiegen Luft, 
Chlorgas und Wasser 

P — G, p'—G , p“ — G\ 

Erstere ist beim Druck h gewogen; es würde also beim Druck 
B nach dem Mariotteschen Gesetz, dass sich die Gewichte wie die 

H H 

Höhen verhalten, — malsoviel wiegen ; ebenso das Chlorgas — mal- 
h n 

soviel. Ftir denselben Druck H also haben wir die drei Gewichte 

f (p-6). p've* 

Um G zu eliminiren, haben wir das V erhiltniss m zwischen Luft 
und Wasser, also die Gleichung 

■ G) cs p" — G dann ist 


(P)- 


U . 

•m-(p 


H 


x = 


m 


Es folgt aus (P) G 


AP'-G) 

5(P-C) 

ti 

H 

T P-P“ 


m - — 1 
h 


und wenn wir dies in 


x = 


den Werth von x einsetzen, ist 

|,[p-( »"-i ) — ( "■ f » — p" )] 
rt p ( “f- 1 )- (”f 

Hm(p'— -p) + /. ( p“— V ‘ ) 
h*ip“ — p) 

Für unser numerisches Beispiel ist, weil V angenommen, 


Digitized by Google 



x — 


141 — 


*»(?'— P) + (p“ — p') 

p"-p' 

1 4. ( m ~ 1 Hp'~ p) 

+ P"-P'" 

768.2,37 
+ 1276,63 ‘ 

Der zweite Summand giebt durch logarithmische Bechnung 
/ 2,88536 

Nj+ 0,37475 
(—3,10640 

0,15371 = 1,4246; 
also x = 2,4246. 


44. Welches ist die algebraische Bedingung, die erfüllt sein 
muss, damit eine Säugpumpe vom zweiten Hub des Kolbens 
an Wasser giebt? 


I ist die H8he des Pumpenkörpers , m seine Basis, h ist 
die Höhe des Saugrohrs, n ist seine Basis, l' ist der Stempel- 
lauf; Roder 10 m ,33 ist die Wassersäule, die dem Atmosphä- 
rendruck Gleichgewicht hält. 


Wenn die Pumpe vom zweiten Hub an Wasser geben soll, so 
muss der Kolben beim zweiten Niedergang in das Wasser gera- 
then. Wir betrachten den Fall, dass der Kolben beim zweiten Nieder- 
gang die Oberfläche des Wassers berühre, die durch den ersten Auf- 
gang des Kolbens in die Pumpe durch das Saugrohr aufgestiegen ist. 
Die Entfernung über dem Niveau des Reservoir’s ist die Höhe 
desSaugrohrs und die Differenz l — i'; {'also l — l + l t. Wenn dort 
der Kolben vor dem ersten Aufgang sich befand , so befindet er 
sich vor dem zweiten ebendaselbst. Der Luftraum, der sich vor 
dem ersten Aufgang unter dem Kolben befand, ist (< — 1‘) m + hn % 
Nach dem Aufgang muss derselbe eine Dichtigkeit erlangen, die 
gering genug ist, um die Wassersäule auf l — l'+-h Höhe zu he- 
ben; sie ist also H— - (/: — l' + h ); dann ist der Raum der Luft 


in dem Verhältniss 


H 


ist = Fm, also haben wir die Gleichung 


gewachsen und dieser Raum 


-f An], 


H 


H — (/ — F + h) 


■ l'm. 
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45. a) Ein cy lindrisches Rohr, das oben verschlossen ist und 
unten eine Oeffnung hat, enthält in seinem oberen Theile 
Luft, in seinem unteren Wasser; Luft und Wasser befinden 
sich darin in einem solchen Verhältniss, dass das Ganze dicht 
am Horizout schwimmt , und der oberste Punct soeben das 
Niveau berührt, wenn man es in ein Wassergefass eintaucht. 
Die Axe des schwimmenden Rohrs sei vertical, n die Höhe des 
Luftraumes, den es einschliesst, p die Wassersäule, die dem 
Atmosphärendruck auf das Niveau entspricht. Wenn man 
diesen Taucher durch einen kleinen Stoss nach unten treibt, 
so bleibt er am Boden des Gefässes. Man will wissen, wel- 
ches die Höhe x des Luftraums im Taucher ist, wenn h die 
Höbe des Niveaus über dem Gipfel des am Boden befind- 
lichen Tauchers bezeichnet. 

Der Luftraum des Tauchers, wenn er am Niveau sich befindet, 
steht unter dem Drucke p + n , weil das Niveau am Grunde der 
Luftsäule sich n unter dem Niveau des Gefässes befindet. Der 
Luftraum x, wenn der Taucher sich am Boden befindet, steht 
unter dem Drucke p -p Ä -{- x aus demselben erwähnten Grunde. 
Das Verhältniss der Lufträume ist nun dem umgekehrten Verhält- 
niss ihrer Druckkräfte gleich, also 

n p + h + x 

X p + M 

Diese Gleichung giebt die nach x geordnete Gleichuug 
x 2 + (P + h, x — n (p + ti), woraus 
P + h //T+kV 

x ~~ 2 + y/ ( — 2 — ) + n 0 >+«) 

b) Wenn man hierauf den Druck p einige Augenblicke um 
p‘ vermindert, wie gross muss diese Verminderung p' wenig- 
stens sein, damit der Taucher wieder zum Niveau aufsteigt? 

Die Verminderung p‘ muss den Druck der Wassersäule aufhe- 
ben, deren Höhe h ist. Bezeichnet also p‘ die Höhe einer dem 
zu findenden Druck entsprechenden Wassersäule, so muss p'>A 
sein. 

46. Man setze unter den Recipienten einer Luftpumpe zwei 
Gefasse mit einem Fuss, die Wasser enthalten-, die Höhen 
der Flüssigkeiten] seien ungleich. Man stelle zwischen den 
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Geftissen eine Verbindung durch einen Heber her, dessen En- 
den, seitlich abgeschrägt, bis auf den Grund der Gefässe rei- 
chen. Man nehme an, dass das Niveau der Flüssigkeit in 
jedem Zweige des Hebers dasselbe sei , wie in dem Gefasse, 
worin er eingetaucbt ist. Man pumpe nun den Recipienten 
aus und lasse darauf wieder die Luft ein. Welches sind da- 
bei die einzelnen Vorgänge im Heber und in den befassen? 

Wir nehmen an, dass die Luft des Recipienten um den Appa- 
rat nach und nach völlig ausgepumpt werde. Die Luft im Heber 
verliert dadurch an Dichtigkeit und dehnt sich aus. Die Niveaux 
in den Zweigen des Hebers sinken, und zwar gleickraässig in bei- 
den, bis die verdünnte Luft aus dem Zweige austritt, dessen Ni- 
veau vom Ende den geringeren Höhenunterschied hatte. Ist die 
Evacuirung vollendet, so befindet sich der Rest der Luft im He- 
ber unter dem Druck, der der Wassersäule von der Höhe ent- 
spricht, die das Niveau in dem Gefasse, wo die Luft austrat, über 
seinem Boden hatte. Lassen wir nun wieder die Luft eintreten, 
so wird dieser Rest von Luft mehr und mehr zusammengepresst; 
es steigt die Flüssigkeit in beiden Zweigen des Hebers gleich viel, 
und weil die Zweige ungleiche Höhen bis zur Biegung des He- 
bers haben, so gelangt die Flüssigkeit im kürzeren Zweige eher 
zum Gipfel als in dom längeren und flieset in den längeren Zweig 
und in das zugehörige Gefäss über. Höre ich einen Augenblick 
auf, weiter Luft eintreten zu lassen, so fliesst der Heber so lange, 
bis die Säule vom höheren Niveau bis zum Gipfel des Hebers 
gleiche Höhe mit der Säule vom niederen Niveau bis zur Luft 
im Heber hat, indem sich das höhere Niveau vermindert und das 
niedrigere erhebt. Lassen wir dann weiter Luft einströmen, 
so fliesst der Heber weiter, indem sich die Luft im Heber weiter 
verdichtet, auf die angegebene Weise. Da der Rest der Luft im 
Heber nur sehr gering war, so wird gegen Ende des Experiments 
die Luftblase im Heber fast verschwinden und der Heber das 
gleiche Niveau in beiden Gefässen herstellen. 

47. Man hat eine ey lindrische Röhre .4 ßCß (Fig. 33.), die an beiden 
Enden offen und zweimal rechtwinklig (in U- Form) gebogen 
ist; die beiden äusseren Theile seien vertical, der mittlere ho- 
rizontal. Die Enden A und D tauchen in zwei Gefässe mit 
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Wasser U und N, deren Niveaux verschiedene Höhe haben, 
sodass, CD grösser als AU ist. Man nimmt an, dass der 
Zweig CD anfangs voll Wasser und der übrige Theil des He- 
bers voll Luft sei. Darnach verlangt man die Relation zwi- 
schen AB, BC und CD des Hebers, damit die in CD enthal- 
tene Flüssigkeit, indem sie nach dem Gefäss N iliesst, den 
Heber in Wirksamkeit setzt, und die Flüssigkeit aus M nach 
2V fliessen macht. 

Schliesslich soll noch der Fall untersucht werden, wenn 
die drei Zweige verschiedene Durchschnitte haben. (Fig. 83.) 

Soll der Heber zu fliessen beginnen, so muss die Wassersäule 
in CD höher sein, als die in AB, alsdann fliesst Wasser von B 
nach C, ohne die Luft in BC und dem oberen Theil von CD zu 
vertreiben, wenn die Röhre eine nicht zu geringe Weite hat. Diese 
Bedingung vorausgesetzt, sei AB=h‘ , BC—I CD = h"‘. Der 
Luftraum beträgt, wenn d den Flächeninhalt des Durchschnitts 
der Röhre bezeichnet, d. (A'-J-A") unter gewöhnlichem Atmosphä- 
rendruck U, wodurch die entsprechende Wassersäulenhöhe ange- 
geben werden mag. Fliesst der Heber alsdann , und ist eine 
Wassersäule von A nach B aufgestiegen, so steht der Luftraum 
jetzt unter dem Drucke // — A' und sein Rauminhalt ist 

cL(h‘ -f- h“ ) -g -- - , ; sodass in der Röhre CD sich ein Luftraum 
d (/»' -f A") jf—jTi — d/i" hinabzieht, dessen Länge 

( h' -f- h") — — h“ beträgt. Der untere Wasser enthaltende 

Theil der Röhre CD soll nun eine grössere Höhe haben als AB, 
d. h. >■ A', also muss 

(A' + A") - A" + A'< h"‘, 

oder (/»' + A") fl— (A" — A') (fl — h‘> < A'" (H — A') , 
oder 2 A' fl + (A" — A') A< A'" (fl — h 1 ). 

Sind die Durchschnitte der Theile AB, BC, CD verschieden 
und zwar resp. d‘, d", d“‘ , so ist der Luftraum vor dem Aufstei- 
gen des Wassers in AB, d'h' + d"h‘‘ 
und nach dem Aufsteigen, vor dem Fliessen des Hebers 

(d'A' + d"A") 5 ^ ; . 
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Der Luftraum, der Bich im oberen Theil von CD befindet, beträgt 
(d'A' + d"A") U 


// — /*' 
(d'h'+d"l i") H 


■ d“U ‘‘ , und die Höhe 


d“ 


a — w 


d“h“ 
d"‘ ’ 


dann muss 


k „, v W + d‘W) H d"h“ 

^ d‘ ,r ’ B-h ' d"‘ ^ 


sein. 


48. Ein cylindrisches Gefäss, das oben und unten verschlos- 
sen ist, hat die Höhe h , und ist bis zur Höhe h — r mit 
Wasser gefällt. Der Kaum zwischen dem Niveau und dem 
oberen Verschluss ist mit Luft von der Dichtigkeit der At- 
mosphäre erfüllt. Durch den oberen Verschluss gehe der 
kürzere Zweig eines Hebers bis zum Boden des Gefasses, 
und der längere gehe unter diesen Boden um eine Höhe d 
hinab. Wenn das Wasser durch den Heber zu fliessen an- 
fängt, während seine Höhe im Gefass h — r ist, so fragt es 
sich, welches die Entfernung x des Niveau’s vom oberen Ver- 
schluss sein wird, wenn das Ausfliessen aufhört. 

Erstes Beispiel: Die Wassersäule, die dem Atmosphä- 
rendruck entspricht, seip = 32'; ferner sei/» =4'; r' = l,75; 
d=*=2'. 

Zweites Beispiel: p = 32'; r={A; d=-^-=8'. 

Auch mag die Bedingung angegeben werden, die erfüllt sein 
muss, wenn das Gefäss sich ganz entleeren soll. 

Der Luftraum im Gefässe hat die Höhe r unter dem Drucke p 
stehend. Der Raum wird x, welcher unter dem Drucke p — d — 
(h — x) steht; denn es wirkt dem Atmosphärendruck die Wasser- 
säule entgegen, die von dem Niveau des Gefasses abwärts sich 
im langem Heberschenkel befindet. Dieselbe besteht aus d , wel- 
ches vom Boden aus gerechnet werden soll und aus h — x, der 
Höhe des Wassers im cylindrisclien Gefässe. Nach dem Ma- 
riotte’schen Gesetze ist daher 

1 = p-d-(h- x) ; Mglieb 

*=-'-4^ + V(- £ ^)’ + - 

io 


Bar f, «<iw phyi. Probleme. 
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Unser erstes Zahlenbeispiel giebt - ^ — - =13, rp — 5C, und 


also x = 2'. 

Soll das Gefiiss völlig leer werden, so muss x ~h werden, 
so dass wir die Gleichung für das Gleichgewicht erhalten 
r _ p — d 
h ~ ‘ 


<t= 


P 

p(h — r) 


woraus 


- folgt. 


Unter dieser Bedingung erfolgt das Ansfliessen so, dass am Ende 
des Ausflusses Gleichgewicht der Kräfte eintritt. Wird aber d 
länger angenommen, so erfolgt das Ausfliessen natürlich auch, und 
cs würde erst Gleichgewicht eintrcten, wenn der Luftraum grösser 
als h wäre; es wird also dann auch beim Ausfliessen des letzten 
Bestes sich noch ein Ueberschuss an bewegender Kraft zeigen. 
Die vollständige Bedingung unserer Forderung ist aber 

= p(ä — r) 
d >— — ■ 

plh — r) 

In unserem zweiten Beispiel ist d = — , also x=h. 


49. Während das Wasser aus einem oben offenen Bottich durch 
eine kleine Oeflhung ausfliesst, in dessen Inneres man aber 
nicht schauen kann, will man das allmälige Sinken des Niveau’s 
im Bottich durch Beobachtung einer Röhre mit drei parallelen 
Zweigen, (s. Fig. 34.) berechnen. Die liöhre ist eyiindrisch, 
an beiden Enden offen; seine drei Zweige A,B,C sind verti. 
cal; der eine äussere Zweig A tauche in das Wasser des 
Bottichs , und die beiden andern Zweige U und C ausserhalb 
des Bottichs bilden einen manometrischen , zum Theil mit 
Wasser gefüllten Heber. Der äussere Zweig C ist graduirt. 

Vor dem Ausfliessen ist die Wassersäule in C um n cm höher 
als die in B. Die Höhe des Theiles der Röhre B vom Ni- 
veau derselben bis zum Gipfel betrage f cm , und h em betrage 
die Höhe des Gipfels von A über dem Niveau in dem Bottich. 

Im Augenblick der Beobachtung sei der Niveau-Unterschied 
zwischen C und B auf r cm gesunken ; a™ sei der unbekannte 
Unterschied des ursprünglichen Niveau in dem Bottich von 
dem gegenwärtigen. 
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Die den Druck der Atmosphäre messende Wassersäule be- 
trage p cm . 

Der Luftraum vor dem Ausfliessen erstreckt sich unter das 
Niveau des Bottichs ebensoweit, als der Unterschied n cm angiebt, 
indem ja der Druck p -f- n, unter welchem die Luft steht , in bei- 
den Luftgrenzen vorhanden sein muss. Wir setzen diesen Luft- 
raum daher = l -f- A -f n , und derselbe steht unter dem Drucke 
p-|-n. Nach dem theilweisen Ausfliessen aus dem Bottich ist der 
Druck, unter welchem die Luft zur Zeit der Beobachtung steht, 
p -f-f; die Höhe l im Zweige B hat sich auf l — |(n — r) ver- 
ringert, die Höhe der Luftsäule im Zweige A hat jetzt den Aus- 
druck A + x + r, indem wieder die Luft um r unter dem gegen- 
wärtigen Niveau steht, das seinerseits um x gesunken ist. Der 
Luftraum zurZeit der Beobachtung ist daher l — J(n — rj-fä-f-x-f-r 
= / -f A + n — 4 (» — r) + x. Da derselbe unter dem Druck p-fr 
steht, so ist nach dem Mariotteschen Gesetz 

Eli = , folglich 

p+r l+h+n 8 

* = ^^.(f + A + «)-(! + A + n) + *(«-- r) 


-{SH 


(1 + A + ») + !(« — r) 


Wenn die Luft in den Zweigen A und B vor dem Eintauchen in 
den Bottich unter dem Druck p stand, so hätte die Flüssigkeit in 
den Zweigen B und C vor dem Eintauchen gleiches Niveau gehabt 
und man würde beobachten, dass die Differenz r in dem Augen- 
blicke Null würde, wo das Niveau des Bottichs das Ende des 
Zweiges A erreichte. Bezeichnen wir durch A -J- a die ganze 
Länge dieses Zweiges A, so würden wir für x = a, r=0 setzen 
können, und erhielten 

/ , , h+li+n\ 

“ =n ( !+ -r —) 

Kannten wir A, l, p, u. a, so können wir aus dieser Gleichung 
n berechnen, die im Bezug auf n quadratisch ist. 

60. Man hat einen Heberbarometer, dessen Kammer trockene 
verdünnte Luft enthält. Der Niveau-Unterschied in den bei- 
den Zweigen ist A. Nachdem man aus dem offnen Zweige 

10 * 
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etwas Quecksilber herausgenommen , ist der Raum der Luft 
in der Kammer in dem Verhältniss m : 1 vermehrt worden, 
und die Niveau -Differenz der beiden Zweige h ' "geworden. 
Wie kann man durch diese Angaben den Druck p der At- 
mosphäre messen? 

Beispiel: m—2, A = 449 mm , A'=607 m ". 

Die Luft in der Kammer des Barometers steht zuerst unter dem 
Druck p — A, alsdann unter dem Druck p — h‘, also ist nach dem 
Mariotteschen Gesetz 

p — A:p — A' = m:l, folglich 
p — h—m.(p — A'), also 

und für unser Beispiel 

»n — 1 

p = 755""". 

51. Man hat einen genau calibrirten Heberbarometer, der in 
Zolle getheilt ist ; seine Zweige sind vertical. Der geschlos- 
sene Zweig hat vom Niveau des Quecksilbers im kürzem 
Zweige an gerechnet die Höhe ft. Das Niveau des kürzeren 
Zweiges stehe dabei unter dem Atmosphärendruck p. Man 
lässt darauf eine Menge trockne Luft in die Kammer auf- 
steigen, welche unter dem Drucke p' n Thcilc des Barome- 
terrohrs eingenommen haben würde. Welches wird die Ni- 
veaudifferenz x in den beiden Zweigen sein, wenn sich das 
^ Gleichgewicht hergestellt hat? 

Erstes Beispiel: p'=rp = 28; A — 3 2, "5 ; n=2. 

Zweites Beispiel: p'=rp = 28"; A = 30"; n — 24,"375. 

Wenn die Niveau -Differenz nach dem Einströmen der Luft 
in die Barometerkammer x beträgt, so ist das Quecksilber um 
\ (p — x) gesunken. Da derselbe vorher A — p betrug, so ist der- 
selbe nunmehr A—p -f J(p — x) = h — |p — Dieser Luftraum 
steht unter dem Drucke p ' — x. Der Luftraum unter dem Drucke 
p' beträgt der Angabe gemäss n, also ist nach dem Mariotteschen 
Gesetz, das sich ausdrücken lässt: 

„für dieselben Luftmassen ist das Product des Yolu- 
„mens und der Druckkraft constant“ : 

(A — — ^a) (/>' — x) = «p / ; daraus folgt 

x* — (2A-{-p' — p)x — — (2A — p) p' -f 2np'; 
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und x~ + i V (2A + p' — p)* — 4(2h — p)p' +2np'; 

Die beiden ersten Glieder unter dem Wurzelzeichen lassen sich 
in (2h — p' — p) 2 znsammenziehen; folglich ist 

x = - — + \ Jtfh — p‘ — p) 1 + 8flp' 

Für p'=p ist 

j: = h+ V(h — P)* + 2«p. 

Die beiden Wurzeln sind immer reell, da die Grösse unter dem 
Wurzelzeichen positiv ist. Der Werth von x jedoch, der dem 
-+- Zeichen entspricht, ist für unsere Aufgabe nicht zu gebrauchen. 

Denn es wäre 

2h + p' — p . 2A — v‘ — p 

s> 2 ‘ 2 

oder > 2h — p ; 

und da p < h ist, so wäre xMi, was unmöglich ist. Darum ist 
nur der Werth mit dem — Zeichen zulässig. 

Das erste unserer Zahlenbeispiele giebt danach 
x = 21"; 

Das zweite dagegen x — — 7", und dies Resultat bedeutet, 
dass, wenn die angegebene Luftmasse in der Barometerkammer 
sich befinden soll, das Niveau in dem offenen Schenkel 1" höher 
stehen muss, als im geschlossenen. 

52. Man hat eine grade cyündrische Röhre, die graduirt, un- 
ten geschlossen, und oben offen ist. Ihre Länge sei h. Am 
Grunde dieser Röhre befindet sieh eine Säule trockner Luft, 
welche unter dem Atmosphärendruck p nTheile der Röhre 
einnehmen würde, und üher dieser Luft ist eine Quecksilber- 
säule, die den Rest der Röhre erfüllt. Wenn diese Säule 
vertical sich unter dem Recipienten einer Luftpumpe befin- 
det und evacuirt wird, so dehnt sich die Luft unter dem 
Quecksilber aus, und treibt einen Theil des Quecksilbers, 
das über ihr lastet, heraus. Man sucht die Zahl x der Theile, 
die die verdünnte Luft einnehmen würde, wenn der Reci- 
pient völlig luftleer geworden ist. 

Z.B. p = 28", n=0,"5; h=15". 

Wenn die Luft völlig ausgepumpt ist, hat die Luft unter dem 
Quecksilber den Raum x und steht unter dem Druck h — x. Die. 
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selbe Luft hatte unter dem Drucke p den Raum n; nach dem 
Mariotteschen Gesetz in der Form, die in der vorigen Nummer 
ansgedrückt ist, setzen wir also 

x (A — x) — np , woraus 
h + Jh 2 — 4np 
* = — 2 

! 14"i 

j//|. Beide Werthe sind 

reell und geben auch einen Sinn; es fragt sich, ob beide zulässig 
sind. Das Experiment giebt natürlich zunächst den kleinem 
Werth. Der Recipient ist dann luftleer und der Luftraum x kann 
sich nicht weiter ausdehnen, und auch nicht die über ihm lastende 
Quecksilbersäule verkürzen, um zu dem grösseren Werthe zu ge- 
langen. Denken wir uns aber durch ein anderes Mittel die Queck- 
silbersäule soweit verringert, dass die Luft den grösseren Raum 
x einnehmen kann, so besteht im luftleeren Recipienten das Gleich- 
gewicht. Für unser Zahlenbeispiel besteht Gleichgewicht im luft- 
eeren Raume für x=l", dann lasten 14" Quecksilber auf der 
Luft; ebenso für x = 14", dann lastet 1" Quecksilber auf der 
Luft. 

Ist eine Vorrichtung am oberen Ende der Rohre, die immer 
sorgt, dass die Röhre gefüllt ist, z. B. ein weites Gefäss, aus wel- 
chem Zufluss stattfindet, so würden wir das Gleichgewicht beia> = l" 
ein stabiles und das für x = 14" ein labiles nennen können. Denn 
bei jr=14" + e, wo s eine kleine Grösse ist, würde die Luft die 
darüber befindliche Quecksilbersäule völlig vor sich her treiben 
und sie selbst entweichen, und für x=14 " — s würde ein Ein- 
fliessen von Quecksilber stattfinden, bis .r—l" wäre. 

53. Eine cylindrische Röhre, die oben geschlossen ist, und im 
oberen Theile trockene Luft enthält, wird vertical in ein 
weites Gefäss voll Quecksilber gehalten. Die Höhe des 
Gipfels der Röhre über dem Niveau des Quecksilbers ist 35°". 
Das Quecksilber steht in der Röhre 19”" höher (oder tiefer) 
als im Gefäss. Welches ist die Anzahl x (oder y) der Cen- 
timeter, um welche man die Röhre eintauchen (oder heraus 
ziehen) muss, damit das Niveau der Flüssigkeit in der Röhre 
dasselbe wird, wie das im Gefässe? Die Barometerhöhe sei 
= 76 cm . 
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Betrachten wir zunächst den Fall, wo das Quecksilber 19 fm 
über dem Niveau des Gefasses steht, und die Bohre s cm einge- 
taucht werden soll. Es hat der Luftraum die Ausdehnung (35 — 
19) cm und steht unter dem Drucke (715 — 19) cm . Ist die Röhre 
x cm eingetaucht, so hat die Luft den Baum (35 — x cm ) und steht 
unter dem Atmosphärendruck 76 cm ; wir haben also die Gleichung 
(35 — 19) X (76 — 19) = (35 — x) . 76 
16 .57 = 35 .76 — 76* 
x em — 23 cm . 

Im zweiten Falle haben wir durch eine ganz analoge Be- 
trachtung 

(35 + 19) (76+19) = (35 + j,)76, 

54.95 — 37.76=76«/, 
y cm = 32,5 cm . 

64. Eine eylindrische Röhre, die oben geschlossen, nach Cen- 
timetern graduirt und zum Tbeil mit trockener Luft gefüllt 
ist, ist vertical in ein Gefäss mit seiner Oeffnung eingetaucht 
und die Niveaux in der Röhre und im Gefässe sind gleich. 
Wenn man die Röhre um eine Höhe a über das Niveau des 
Gefasses, das constant angenommen wird, erhebt, bis zu wel- 
cher Höhe X wird das Quecksilber in der Röhre aufsteigen? 
Man kennt die anfängliche Höhe h des oberen Endes der 
Röhre über dem Gefäss-Niveau undj den Atmosphärondruck p 
Z. B. : a = 15 fm ; h = 24 n " ; p = 76 cm . 

Die Lösung ist noch für den Fall zu verändern, dass das 
Niveau im Gefässe durch das Herausziehen der Röhre! merk- 
lich verändert wird. 

Ehe die Röhre in die Höhe gezogen wird, hat die Luft den 
Raum h und den Druck p. Nachdem sie um a erhoben und das 
Quecksilber um x (darin emporgestiegen ist, hat die Luft den Raum 
h + a — * und steht unter dem Druck p — x. Wir haben also die 
Gleichung 

äp=.(Ä -ha — x) (p — x), oder (4) 

hp — (Ä+a)p= — (h + o + p) x + x l ; woraus 

x = * + j V(Ä + a + p) 2 — 4(5 + o)pT4/ipi 

Die beiden ersten Glieder unter dem Wurzelzeichen lassen sich 
in (p — h — a) 1 zusammonzieheii , sodass 
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X = i 4 p ~ h — «) 2 -f-4Ap wird. 

Das ober© Zeichen wird hier nicht zulässig sein; denn es wäre 
.alsdann, wenn p > A + a ist, 

> P 

was unmöglich ist, und wenn p<A-+- a ist 

p +U + a A4-» — P 

X> — + 2 

>k+a 

was ebenfalls unmöglich ist. In unserem Beispiel erhalten wir 


* = 1 2--W‘37 2 -f-76.60=^ 


77 

= 19c« 


Setzen wir nun die Durchschnittsfläche des als cylindrisch ange- 
genommenen Gefässes=F, die Durchsclmittsflächen der äusseren 
und inneren Röhre respective = f und f , so beträgt der Inhalt, 
der dem Gefäss durch das Herausziehen der Röhre entzogen wird, 
zuerst was das Material der Röhre betrifft, a.<f — f 1 ), sodann was 
das Quecksilber in der Röhre von der Höhe x betrifft, x . f\ also 
der Totalverlust a . (f — f')-\-xf‘. Um die Höhe zu erhalten, um 
welche das Quecksilber im Gefasse demnach sinken muss, muss 
ich diesen Inhalt mit F — f dividiren, indem von ^er Oberfläche 
F die Durchschnittsfläche f der Röhre in Abzug gebracht werden 
muss. Das Niveau im Gefäss senkt sich also 

a.if—h+xr 

F — f 


Die Luft in der Röhre steht also nach dem Herausziehen dersel- 
ben unter dem Druck 


„ 1 , ,«(/ p -r+*/ r 

P— | x + - 


F—f 

und unsere Gleichung (äl) geht über in 




hp = (h 4-0 — x)(^ P — x— - a - V oder 

P(» — *) = (A+a — x)^ x + a( - ~ j - y— j oder 

p(a — x) _ Fx + (f — f')(a — x) 
h + a — x ~ F—f ' 
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Für F «s 00 geht diese Gleichung wieder in die Gleichung 
(J) über. 


55. Ein cylindrischer Behälter, der allseitig geschlossen ist und 
an seinem Boden mit einer oben offenen Röhre communicirt, 
enthält oben trockene Luft und unten Quecksilber, das in der 
communicir enden Röhre zunächst in gleicher Höhe steht, wie 
im Behälter. Wenn man mit einer Druckpumpe trockene 
Luft in den Behälter treibt , dass das Quecksilber in der 
Röhre über dem Niveau im Behälter um das nfache der Ba- 
rometerhöhe p steht, welches ist das Verhältniss der einge- 
brachten Luftmasse zu der ursprünglich enthaltenen? Man 
kennt die Basis b des Cylinders , die Basis c der Röhre und 
die anfängliche Höhe a der Luftsäule im Behälter. 


Wenn in der seitlichen, communicirenden Röhre das Quecksil- 
ber »p hoch stehen soll , so muss das Niveau des Quecksilbers 
im Gefässe um eine Höhe gesunken sein, die, wenn wir sie y 
nennen, durch die Gleichung gefunden wird, by=(np — y) c. Denn 
der Theil y . c behält in der Röhre seine Stelle, und nur der über 
diesem Theile sich erhebende Theil, ist gleich dem im Behälter 


gesunkenen Quecksilberraum. Folglich ist u= — 

b + c 


Der an- 
fängliche Luftraum beträgt a.b und zwar beim Druck p. Jetzt 

tlDC 

beträgt der Raum ab + b . — un ^ ^ er Druck ist (n + 1) p. 
Setzen wir die Luftmasse des Raums a.b. unter den Druck p = l, 


?•*» - npc 

rloH-6. 

so ist die nach dem Einpumpen erhaltene = 


b+c 


) 


-(.+!)( 1+ -^1=1 + *+^, »I» di. hinzu. 
v y \ a(b+c)J a (b -j- c) 

gekommene, indem ich die ursprüngliche Masse = 1 abziehe, 

«0»4- 1 )pe 


n + 


a (ö + c) 


56. Das kleine Heber - Manometer einer Compressions - Pumpe 
sei genau ealibrirt und nach Zollen graduirt. Vor der Ver- 
dichtung der Luft habe das Quecksilber in beiden Zweigen 
dasselbe Niveau; die Luft in dem verschlossenem Zweige 
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nehme n Zolle ein , und p sei die Barometerhöhe. Welches 
muss die Differenz A zwischen den Höhen der beiden Queck- 
silbersäulen im Heber sein, damit die unter dem Eecipienten 
befindliche condensirte Luftmasse das m fache der ursprüng- 
lichen Masse geworden sei? 

Z.B. n = 4"; p = 28"; m = 8",25. 


Der Luftraum vor der Condensirung beträgt n und der Druck 
p. Nach der Condensirung beträgt der Luftraum n — | h und der 
Druck mp — A. Die Gleichung ist also 
np = ( n — !) (mp — A), welche nach A geordnet giebt 
A 2 — (mp + 2n) Ä = — 2 mpn + 2 pn, woraus 

A = + 4 V (mp -+- 2«) 2 — 8 mpn -}- 8pn 

2 

Die beiden ersten Glieder unter dem Wurzelzeichen lassen sich 
in (mp — 2n/ 2 zusammenziehen, und wir erhalten 

A = — - + 4 V ( mp — 2n) 2 + 8pn. 

2 


Das obere Zeichen wird hier nicht statthaft sein; denn A wäre 

>=£+»; + 


> mp 

Für unser Beispiel ist 


A = 7". 


57, Man hat eine Verdünnungs - und eine Verdichtungs- Luft- 
pumpe, deren Eecipienten die Eäume a und a' und deren 
Pumpenstiefel die Eäume 6 und b 1 haben. Beide Eecipien- 
ten stehen durch eine sehr enge mit einem Hahn verschlos- 
sene Eöhre in Verbindung. Die anfängliche Dichtigkeit in 
beiden Eecipienten sei die unter dem Atmosphärendruck = p- 
Bei verschlossenem Hahn verdünne man die Luft in dem ei- 
nen Eecipienten durch »Kolbenbewegungen, und verdichte 
die in dem andern durch n! Kolbenbewegungen, und öffne 
hierauf den Hahn. Welches ist dann die Spannung der Luft 
in beiden Eecipienten, wenn sich das Gleichgewicht herge- 
stellt hat? 

Die Bedingung dafür, dass x=p ist, ist noch besonders 
zu untersuchen. 
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Betrachten wir erst die Verdünnungsluftpurape und ihren Reci- 
pienten. Durch eine Kolbenbewegung wird die Luft des lteci- 
pienten vom Räume a auf den Raum a-j-6 ausgedehnt', dieDich- 

a 


tigkeit, oder Spannung ist also 


a -j- b 


. p. Daraus folgt , dass sie 


nach der zweiten Kolbenbewegung 


o -}- b a -f- b 


. p oder 


(„+»)•' 


ist, u. s. w. nach der n*en Kolbenbewegung ^ . p. 

Bei einer Kolbenbewegung der Verdichtungsluftpumpe wird 
die Luft des Raumes a' + b' auf den Raum a‘ gebracht , also die 

Dichtigkeit auf ~ ^ - . p , durch jede neue Kolbenbewegung 
a 

wird ein Luftraum 6' von der Dichtigkeit p in den Raum a! zu" 
geführt, also durch n' solcher Bewegungen n‘b‘ Luft von der Dich- 

• • • ß* 

tigkeit p ; die Dichtigkeit im Recipienten ist demnach ; — . p. 

Wird nun der Hahn geöffnet, so erhält die Luft des RecL 
pienten der Verdünnungsluftpumpe den Raum beider Recipienten 
und ebenso erfüllt die Luft des Recipienten der Verdichtungsluft- 
pumpe den Raum beider; die Dichtigkeit der Luft, nachdem 
sich das Gleichgewicht hergestellt hat, ist alsdann die Summe 
beider. Der erste Summand ist demnach 


/ a \" o 
\ a -f- ö / ' P a + a' 


, , a'+nb' 

der andere ; — . p 

o 

a B "H» 


— ; — also 
a + a n 


(u + a!) P 

Soll x=p werden, so muss der Factor von p = 1 werden, also 


. «+J 


(«+#') (<*+&)» 


a' + n'ö' A 

+ - lt oder 


u + o‘ 

+ o' 4- nV = 0 + 0 ' oder 


(a b)n 

a -(iTt)" + nV= “' 0,ler 
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Diese Bedingung lässt sich sehr einfach in Worten ansdrücken. 
Bezeichnen wir nämlich die Luft von der Dichtigkeit p , die den 

Kaum a ausfüllt durch a selbst, so bezeichnet a — a. 

die Luftmasse, die aus dem Kecipiententen der Verdichtungsluft- 
pumpe nach n Kolbenbewegungen herausgepumpt worden ist, und 
nV die Luftmasse, die in den Kecipienten der Verdichtungsluft- 
pumpe durch «' Kolbenbewegungen eingepumpt worden ist. Die 
Dichtigkeit p wird also nach der Oeffnung des Hahns in beiden 
Kecipienten vorhanden sein, 

„wenn die ausgepumpte Luftmasse gleich der eingepumpten 
„ist.“ 



58. Man habe eine zweistieflige Luftpumpe, deren Recipient 
den Kaum a und deren Pumpenstiefel die von einander ver- 
schiedenen Räume b und b' haben. Wie wird die Dichtigkeit 
der Luft im Kecipienten abnehmen, wenn die beiden Pum- 
penstiefel abwechselnd verdünnend in Thätigkeit gesetzt wer- 
den, und wird dieselbe zunehmen, wenn dieselben abwech- 
selnd verdichtend wirken? 


a) Es geschehe zuerst die Verdünnung. Durch einen Zug des 
Pumpenstiefels mit dem Inhalt b wird die Dichtigkeit der Luft 
a 


im Kecipienten 


wie aus der Betrachtung der vorigen 


a + b ’ 

Nummer erhellt. Diese Dichtigkeit wird durch einen Zug des 

Pumpen3tiefels mit dem Inhalt b‘ in dem Verhältniss -7, ver- 

o-f 0 

mindert; nach je einer Kolbenbewegung beider Stiefel ist also 


die Dichtigkeit 
ben beider Stiefel 


a + b a + 6' 


■ t und nach « Bewegungen derKol- 


± r 

\ a + 6 J ya + b'f | (0+6) (a+b')’ 

b) Es geschehe die Verdichtung: durch «Bewegungen des er- 
sten Kolbens wird nb Luft eingetrieben, und ebenso durch «Be- 
wegungen des zweiten Kolbens nb 1 , also durch beide zugleich 

n(ö+b'), und die Dichtigkeit im Kecipienten wird a ^~" . 
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Im letzteren Falle ist im Recipienten Luft von der Diclitig 
keit der Atmosphäre vorausgesetzt; und in beiden Fällen bezeich- 
net das Resultat das Verhältuiss der anfänglichen Dichtigkeit im 
Recipienten zur hervorgebrachten Dichtigkeit, 


Viertes Kapitel. 

Probleme aus der Lehre von der Wärme. 

59 F,„ We r dör Coefficient der scheinbaren Ausdehnung einer 

fch l A a'I emem GeräSS6 ’ UQd * Coeffic ient der kubi- 
dcn r “ elnUng J de8 Gefö sses bezeichnet, so setzt man 
pe ficienten der wahren Ausdehnung der Flüssigkeit 
ä~d+k. W elches ist der Fehler in dieser Formel ? 

Hierbei ist es wichtig, zunächst den Begriff des C ooffi^ 

Un d" scheinbaren An, dehn„„ g eine, mJjJl 

erbrüte n ' y,hdriSd,M 

•ine g .wi™ ÄLtU Äw 

punew dividi« durch den b d ,J '° S ‘“" ä ' 

den scheinbaren Ausdehnungscoefficienten M & ebt 

aber nicht mit dem Raum dfs Gefässes bei de d ' Vld ' rt 
grad, sondern mit der Massangabe , die zur Zehd ^ “ Vär “ e - 

achtung, nicht denselben Werth sonde ■ d “ zwei ‘en Beofc. 

*- ■- - 

Clt D ’ S ° 1St R(T+k) der 8c heinbare Ausdehnungscoefficient. 

Man erhält nun die Differenz D wenn m.« a- a , , 
des Gefässes von der Ausdehnung der Fliis«' l l Ausdchnun & 
für unsere Annahme D—d R l „ / abziebt > also , 

O.R — k. R, und wir erhalten 

Digitized by Go« 



158 


ä.R — k.R 


— d oder 


d—k 


1-f-fc 


= d, folglich 


(1 + k)R 
d = k-\- d + dk. 

Der Fehler in der Formel k = k -f d beträgt also dk , ist also 
im Bezug auf die sehr kleinen Grössen d und k vom zweiten 
Grade und hat auf die Rechnungen keinen Einfluss. 


60. Nachdem man aus einem Recipienten, in welchem Luft 
comprimirt war, eine Quantität Luft hat ausströmen lassen, 
schliesst man den Hahn, und beobachtet in demselben Au- 
genblicke die Höhe h eines Manometers, das mit dem Reci- 
pienten communicirte. Als nun die Luft im Innern dessel- 
ben sich wieder zur Temperatur T der umgebenden Luft er- 
höht hat, beobachtet man die Höhe H des Manometers. 
Welches war die Temperatur t der inneren Luft im Augen- 
blick, als die Luftmenge ausgeströmt war? 


Wir denken uns eine Manometerhöhe A', die entstanden wäre, 
wenn man die Luft nach dem Ausströmen auf 0° gebracht hätte. 
Alsdann würde durch Erwärmen der Luft auf T° die Spannung 
der Luft (1 -)- aZ')mal zunehmen, wo a den Ausdehnungscoeffi- 
3 

cienten der Luft — — bezeichnet. Denn der Raum bei gleich- 
oOO 

bleibender Spannung würde (1 -f- aT) mal zunehmen; daher wenn 
der Raum constant bleiben soll, die Spannung in demselben Yer- 

n 

hältniss wachsen muss. Also — 14-aT. Ganz derselben Be- 

A 


h H 1 4 - a*F 

trachtung gemäss muss aber — 1 + at sein, also — = — -- — , 

A h I + at 


also 


t — 


( l+aT)h — H 
ah 


61. mg einer Flüssigkeit A und m'o eines festen Körpers A‘ neh- 
men bei 0° zusammen v Theile in einer Röhre ein, die in 
Theile von gleichem Inhalt graduirt ist. Man verlangt die 
Anzahl x der Theile, die die Mischung in der Röhre bei (° 
einnehmen würde. Man kennt die cubischen Ausdehnungs 
coefficienten a, a\ a" der Flüssigkeit A, des festen Körpers 
A‘ und der Materie der Röhre; ingleichen die Dichtigkeiten 
d und d‘ von A und A‘ bei 0°. 
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Bezeichnen wir durch w und w‘ die Theile welche A und A' 
einzeln bei 0° einnehmen, so ist 


. , .mm 

io + tc —v und tc: to ’ -r,, 


woraus 


w = 


m 
V ‘d 
m m' 
~d + 1' 


und tc 1 — 


oder w—v 


d'm 


md ' + dm' 


und w—v. 



md' + dm 


7 folgt- 


Durch Erwärmung um (° werden diese Räume 

md' + dm ' 


d'm(l + at) , , dm'(l-4a'l) 

w=v. — T~r UQ o w ,—v. 


md' + dm' 


und ihre Summe 


v . 


d'm (1 4-at) + dm'(l 4*a , l) 
md' -+■ dm' 


Dies Resultat hat als Masseinheit die Theile der Röhre bei 0°. Da 
sich aber durch Erwärmung um l° die Theile in dem Verhältnis 
1 + a"l vergrössern , so muss diese Anzahl der Theile , wenn sie 
sich auf die durch Erwärmung veränderten Theile beziehen soll, 
durch 1 + a"t dividirt werden und wir erhalten 
_ d'm (I + at) -|- dm' (1 + a't) 

X V ' (d'm 4* dm') (1 + a"<) 


62. Es ist das Verhältnis der Gewichte m und m! vom Queck- 
silber und Platin anzugeben, die bei 0° in ein Gefäss von 
Eisen gethan werden müssen , damit für die Temperaturen 
von 0 6 bi 1 ° die scheinbare Ausdehnung der Mischung in 
dem Gefasse Null werde. Gegeben sind die Dichtigkeiten 
d und d' des Quecksilbers und Platins für 0°, ferner die von 
0° bis i° unveränderlichen cubischen Ausdehnungscoefficien- 
ten des Quecksilbers, Platins und Eisens a, a', a". 

In Zahlen ist: d = 13,6; d'=21 und von 0° — 100° 

1 . 1 I 

® 5550 ’ “ 37700’ “ 28200* 

/ •' • 
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Da diese Aufgabe ein specieller Fall der vorigen ist, so lässt 

sich aus der vorstehenden Formel — ableiten. Es soll — =1 sein, 

m v 

folglich 

d'm ( 1+ al) + dm' ( 1 + a'lj (d'm + dm') ( 1 + «"»), 

woraus 

a . d'm + a'dm' = a"(d!m + dm') 
m' d' (a — a") 

Md m = W r ^>' 

Wir wollen diese Formel auch noch direct ableiten. Die 

Räume der gesuchten Massen sind — und Sie dehnen sich 

d d 

von 0° bis l° um die Grössen — . al und — , . a'l aus. Der Raum 

d d‘ 

des Gefasses, der der Summe beider Raume gleich ist, dehnt sich 
um | j a “ 1 aus - Diese beiden Ausdehnungen sollen gleich 

sein; also haben wir 

t, oder 

od'm+ a'dm' = a"(d'm + dm'), wie vorher. 


Die numerische Berechnung von — ist nun folgende: > 

m 

„ _ 22650 „ 9500 

“ 0 ~ 5550 X 28200 U “ * ° “ 37700 x 28200 

log d'(a — a")= 1,32222 logd («" — a) = 1,13354 

4,35507 ' 3,97772 

—3,74429 —4,57634 

— 4,45025 —4,45025 

+ 3 —3 +4—4 

0,48275—3 0,08467—4 

0,08468 -4 

— =N. 1,39808 
m 


= 25,008 

63. Zwei Kugeln , die eine von einer festen Materie A, die an- 
dere von einer anderen A ‘ , haben im Wasser von 0° gewo- 
gen dasselbe scheinbare Gewicht. Welches wäre das Ver- 
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hältniss — der scheinbaren Gewichte der beiden Kugeln im 

Wasser von 8 # ,2? Man nimmt an, dass die Dichtigkeit d 
des Wassers dieselbe bei 8°,2 als bei 0° sei. D und D' sind 
die Dichtigkeiten der Materien A und A‘ bei 0°; K und K 
sind die Coefficienten ihrer cubischen Ausdehnungen. 

Das verlangte Verbältniss ist numerisch zu berechnen, wenn 
A Kupfer, A‘ Glas ist. Man hat dann d = 2 , D — 8,8 ; D=2 

K 1 r - 1 
19400’ ~ 38700' 

Ist das Volumen eines Körpers F, seine Dichtigkeit D, so ist 
VD sein Gewicht, wenn man als Gewichtseinheit das Gewicht der 
Volumeneinheit Wasser zufügt. Dies letztere sei nun immer vor- 
ausgesetzt; dann seien F und V die Volumina der Körper A und 
A‘, und zwar bei 0" werden sie durch F 0 und F 0 ', bei 8°, 2 durch 
Fg ,i und Fg,i bezeichnet. Dann sind die Gewichte der Körper 
V 0 .D, V 0 ‘ . D‘ und die Gewichte im Wasser von 0* r 0 D~ F 0 d 

t d V 0 ‘D F 0 'd, oder F 0 (D d ) und V 0 ‘ {]D‘ — d). Da diese 

sich sein sollen, so ist 
«y F 0 _ D' — d 

V 0 ‘ ~ D-d' 

Die Volumina der Körper im Wasser von 8,°2 sind 

Fg,s = F 0 (l + fc .8,2) und Fg, 2 = V 0 ‘ (1 + k‘. 8,2) 

Das Gewicht des verdrängten Wassers ist daher für den ersten 
Körper 

d.F 0 (l + k.8,2) und dr 0 (l + *'.8,2), 
indem die Dichtigkeit des Wassers wieder d »ein soll. Die Ge- 
wichte der Körper sind wieder F 0 . D und V' 0 .D-, also ist 
J>= F # (D — d .(1 + k. 8,2)) 

P'=F 0 '(ZF— d(l+*'.8,2)); folglich 
P_ D — d(l -f k.8,2_ 

p‘ F 0 ' ' D' — d(l -f *'.8,2)’ 

, , F 0 D' — d . . , 

und da — f- — ist, so ist das verlangte Ver- 

hältniss 

P _ D'—d D — d(l + *.8,2) 
p‘ D—d'D‘—d{l + k‘.8,2) 

Bar y , um« fhy». Proilm» 1 1 
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Für unser Zahlenbeispiel ist nun 


1 + k, 8,2 = 


19408,2 

19400 


und 1 -f k'. 8,2 = 


38708,2 

38700 


D— d(l+fc.8,2)=7,8— 


8,2 

19400 


undD'— d(l+k'8,2)=l,5 


J,2_ 

38700 


19400 

8,2 

38700 


p' 


D‘ — d= 1,5 und D — d = 7,8 
j 0,91381 

— S | — 4,28780 = 0,00042 

5^62601 —4 
°> 91381 

a ( — 4,58771 = 0,00021 

0,32610 — 4 

0,17609 

1,5 7,79958 0,89207 

• 7,8 * 1,49979 —0,89209 

— 0,17603 

0,00004 = 1,0001 


Man sieht, dass die Logarithmen von fünf Stellen für diese 
Rechnung nicht genau genug sind; wir lassen daher noch die- 
selbe mit siebenstelligen folgen: 


8,2 _ 0,9138139 

19400 ~ " (-4,2878017 

0,62601 22 — 4 = 0,000422 7 


• '.8,2 _ K [ 0,9138139 
38700 ~ —4,5877110 


V_ 

V‘ 


0,3261029 — 4 =0,00021188 
0,1760913 

1,5 7,7995773 _ l 0,8920711 

7^8 * 1,49978812 I— 0,8920946 

— 0,1760299 


0,0000379= 1,000087 
347 
32 


64. Zwei Ballons, deren Räume t> und v 1 betragen, und die 
unter sich durch eine sehr enge Röhre in Verbindung stehen, 
sind mit einem trocknen Gase gefüllt, dessen Temperatur 
zuerst 0°, und dessen Dichtigkeit d ist. Wenn man den ei- 
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nen Ballon auf t®, den anderen auf erwärmt, und die 
Temperaturen (z. B. durch Eintauchen in Flüssigkeiten von 
der erforderlichen Temperatur) constant erhält, welches wer- 
den die Dichtigkeiten d und 6‘ des Gases in den beiden 
Ballons sein? 


Die Gasmasse in beiden Ballons bleibt dieselbe; darum kön- 
nen wir die Gleichung schreiben 

(v + «') d = td + t/d' 

Denken wir uns nun, dass sich die Luft der Ballons bei der 
Temperaturzunahme so ausdehnen könnte, dass der Druck, unter 
welchem sie steht, derselbe bleibt, so wird 

ö — jTf ~t und 6 ‘ = (W0 a 8ÖÖ bedeutet ) ™ setzen 

sein; also 

-<F = rr^7- Dieses Verhältnis bleibt dasselbe, wenn auch 

der gemeinsame Druck beider Luftmassen ein anderer wird. 
Also ist 

(« + »') d = (v -f v‘ -^)d 


d = 
d' = 


=(v+c '-r+i? )d - und 

d. (1 -f-a t') 

at) ; ebeDS ° 


d(u + t?')(l-f-a<) 

e(l + «»') + »'(l + ot)’ 


65. Wenn die Ausdehnung des Quecksilbers von 0° 100° 

200», 300« rep. ± bet,«*., „11 man ja 3er 

Formel y = — ^ die Constanten a und b so bestimmen, 

dass y die Ausdehnung für irgend eine Temperatur ( zwi- 
schen 0® und 300® angiebt. 


100 , 2 200 

o— 6.100 UD 54,25 ~~ a — b . 200’ 

a — b. 100__ Jejnr a — 6. 200 

* und 54>2 d ■ — - ■ — aIrd 

100 ’ 100 ’ 
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11100 =± 2o -6. 200 . und 5425 = a-> 6.200 
also 5675 = a und 1,25 = 6 

Setzen wir diese Constanten ein, so ist die Formel 

l ' 

V ~ 5675 — 1,25t 

nicht nur für die beiden benutzten Werthepaare, sondern auch 
für das dritte angegebene genau. 

66. Es ist zu untersuchen, ob das Gesetz der Zusammenziehung, 
die Schwefeläther in einer gläsernen Umhüllung durch Ab- 
kühlung erleidet , durch die empirische Formel .... 
x = at — bl 2 ausgedrückt werden kann. 

Das Volumen einer gewissen Masse Aether werde bei 
35°, 56 (dem Siedepuncte unter den Druck 76 cm ) durch 1000 
bezeichnet; z ist die Anzahl der Theile, um welche sich die 
Zahl 1000 bei einer Abkühlung von t° unter 35°, 56 ver- 
mindert. a und 6 sind Constanten, welche man nach folgen- 
den beiden Werthepaaren bestimmt: 1) für (=25,9 sei 
* = 40,37; 2) für {=61,6 sei * = 74,04. Nachdem hierdurch 
o und 6 bestimmt worden, untersuche man die Uebereinstim- 
mung der Formel mit folgenden Beobachtungen : 



6«,1 9,88 

12.2 19,76 

20.3 32,27 

31,0 47,81 

40,5 59,56 

55.4 78,84 


Zur Bestimmung von o und 6 haben wir die beiden linearen 
Gleichungen : 

40,37 = 25,9.0— 25, 9 a . 6 

74,04 = 51,6.0 — 51, 6 2 . 6 

25, 9 2 »= N2, 8265996 51, 6 2 = 2V3, 4252994 

96 

98 

= 670,81 =2662,56 
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*«•«•«-'! i ££2 «*•**-- 


5,0313581 
= 107487,5 

Der Dividendus von a ist also 


107487,5 
— 49666,78 

= 57820,72 

25,9 .51,6’ = ftfj 3^252994 “,6.25,2> 

4,8385992 
= 68960,3 

Also ist der Divisor für a = ' 

( — 34613,8 

= 34346,5 

4,7620836 
4,5358825 

1,68345 


oe=N 


0,2262011 
873 
138 

Um b zu finden, ist 
25g _ J 1,4132998 j 

’ j 0,2262011 | «= 43,60144 

1,6395009 ) 

Der Dividendus von b ist daher 


. 0,5093961 

°~ n 1 — 2,8265995 


43,60144 
— 40,37 

= 3,23144 
= 0,0048172 


0,6827966 — 3’ 

Also a = 1,68345 t— 0,0048172 t» 
Untersuchung der Tabelle: 

1) t = 6,°l. 

Der Minuend = 2v|°’ 2 ! 62011 f 

/ 0,7853298 ( = 10,26906; 

1,0115309 ' 

282 

27 


j 1,8694664 
N I 2,8265996 
4,6960660 
49666,78 


l 

l 1,7126497 
A ) 2,8265995 
4,5392492 
34613,8 
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Der Subtrabend = N 


0,6827966 — 3 
1,5706596 = 


0,2534562—1 

, ül? 

213 

94 


0,1792488; 


also * = 10.08981 

2) t=12,2. 

Der Minuend beträgt das Doppelte des vorigen; ist also = 
20,53812. 

Der Subtrabend beträgt das Vierfache des vorigen; er ist also 

= 0,71700. 

also * = 19,82112, 


3) t = 20,3. 

_ „ <0,2262011 x 

D.r Mmoend =/f j i30749 j„ = 34mI . 

1,5336971 ) 

58 

13 


Der Subtrahend _ N 


also i = 32,1890 


0,6927966—3 

2,6149920 

0,2977886 

24 

62 


1,98512; 


4) t = 25,9. 

_ 0,226201 1) 

Der Minuend = Wj, 1132998 = 3 , 23144i 

1,6395009) 

65 

44 


Der Subtrahend = N 


0,6827966 — 3 i 
2,8265996 ( = 3,23144; 

0,5093962 ) 

07 

55 


also * = 40,37000. Dies war vorauszusehen , weil dies Werthe- 
paar zur Bestimmung von a und b gedient hatte. 
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5) <=31,0. 
Der Minuend 


N 


0,2262011 ) 

1,4913617 J = 52,18706; 
1,7175628^ 


Der Subtrahend = 


also x — 47,55771. 

6) < — 40,5. 

Der Minuend = N 


JJ 

5 

0,6827966— 3 
2,9827234 


0,6655200 

53 

47 


0,2262021 
1,6074550 
1,8336561 ) 
06 


= 4,62935; 


= 68,17986. 


Der Subtrahend = N 


55 

0,6827966 — 3 
3,2149100 


= 7,901447; 


0,8977066 ) 

40 

26" 

also i = 60,27841. 

7) <=51,6. Es muss x = 74,04 sein, da dieses Wertbepaar 
zur Bestimmung von a und b gedient hat. 

8) < = 55,4. 

j 0,2262011 
1 1,7435098 

1,9697109 = 93,26332. 

' 94 
15 

0,6827966 — 3 

3,4870196 | = 14,78483; 


Der Minuend = N 


Der Subtrahend = N 


1,1698162 
. 920 


242 


also t ■= 78,47849. 
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Stellen wir die berechneten Werthe von x den beobachteten 
gegenüber nnd berechnen die Differenz, ao ergiebt sich folgende 
Uebersicht : 


i 

beobachtete * 

berechnete z 

Die Rechnung zeigt 
die Differenz 

6°,1 

9,88 

10,09 

+ 0,21 

12,2 

19,76 

19,82 

+ 0,06 

20,3 

32,27 

32,19 

— 0,08 

25,9 

40,37 

40,37 

0,00 

31,0 

47,81 

47,56 

— 0,25 

40,5 

59,56 

60,28 

+ 0,72 

51,6 

74,94 

74,94 

0,00 

55,4 

78,84 

78,48 

— 0,36 


67. Der Deckel eines papinianischen Topfes ist mit einem 
Gewichts - Sicherheitsventil versehen; die Basis des abge- 
stampften Kegels, mit der er die Oeffnnng schliesst, hat ei- 
nen Durchmesser von 7 Millimetern. Mit wie viel Kilogram- 
men muss das Ventil wenigstens beschwert werden, damit 
die Temperatur des Wassers im Topfe auf 172°,1 C. gebracht 
werden kann. Man nimmt an, dass der Dampf bei dieser 
Temperatur 8 Atmosphären Druck ausübt. 


Der Druck einer Atmosphäre auf 1 Q eTO beträgt 76 X 13,6 
Grammen , indem 1 Kubikcentimeter Wasser 1 Gramme wiegt. 
Der Druck auf die Gefässwände beträgt 7 Atmosphären. Der 
Quadratinhalt der Grundfläche des Ventils bettägt( J) 1 . 3,14159 □*" 
^ 14159 

oder -- - ;Ann Quadrat-Centimeter, also die für das Ventil 


nöthige Belastung 
(})*. 3,14159.76 X 13,6 X 7 
100000 

, 1,0881360 
1 0,4971499 
za N (1,8808136 
/ 1,1335389 
\ 0,8460980 — 5 
0,4447364 


Kilogramme 


=> 2,784433 Kilogramme. 
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68. Bei welcher Temperatur l ist ein Kilogramm Wasserdampf 
nöthig, um 10 Kubikmeter zu sättigen ? 

Bezeichnen wir die Elasticität des Wasserdampfes bei der Tem- 
peratur t°C. in Centimetern ausgedrückt durch £ Das Gewicht 
eines Volumens Wasserdampf nimmt im geraden Vcrhältniss mit 
seiner Elasticität ab und zu. Für dieselbe Elasticität ändert sich 
der Raum durch Erwärmung um t° im Verhältnis der Grösse 
1 + , und die Dichtigkeit desselben Raums im Verhältnis 

der Grösse - — —i — — . Legen wir nun noch folgende Annahmen 
1 + 1 TÄTr 

zu Grunde: 1 Kub. - Decimeter oder 1 Litre Luft von 0° unter 
76 m Druck wiege 1, ? 2995 , und der Wasserdampf habe für 
gleiche Elasticität und Wärme das specifische Gewicht £, so ha- 
ben wir für das Gewicht 1 Kilogramm folgenden Ausdruck 

lOOOOxlMWS.*^ also die 61eich 

10x1,2995 4.^ _ 

1 +<-wib 

Diese Gleichung lässt sich nach l nicht auflösen. Durch Ver- 
suche lässt sich ( vermittelst einer Tafel, die zu jeder Tempera- 
tur 1 die entsprechende Elasticität des Wasserdampfes enthält, 
genauer in folgender Weie auf finden. 

Wir schreiben unsere Gleichung 
10x 1,2995 . |.£ ( = 1 berechnen den Factor von E ( 

den wir der Kürze wegen durch C bezeichnen, und suchen in der 
Tafel der Elasticitäten eine Elastieität E t einer ganzen Zahl ( auf, 
die am nächsten der Gleichung genügt und zwar die nächst klei- 

1 -4- 1 . T *u 

uere. Dann berechne ich und suche die erhaltene 

in den Elasticitäten auf, und finde einen dazu gehörigen Werth 
von I, der zur ganzen Zahl noch einen Bruchtheil giebt ; diesen 

genaueren Werth setze ich wieder in ein, suche die 

c 

erhaltene Zahl wieder in den Elasticitäten auf und erhalte einen 
noch genauem Werth für < und setze dies Verfahren so lange 
fort, bis zwei auf einander folgende Werthe von t in der erfor- 
derlichen Anzahl von Decimalstellen übereinstimmen. 
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Zu bemerken ist aber noch, dass die Tafeln der Elasticitäten 
auf Beobachtungen gegründet sind , die nicht immer iibereinstim- 
meu, sodass verschiedene Autoren verschiedene Tafeln gegeben 
haben, die alle auf Richtigkeit Anspruch machen. Es ist daher 
eine grosse Genauigkeit der Rechnung zwecklos. Zehntel der 
Grade sind überflüssig ausreichend. 

69. Aus folgenden beiden Experimenten die specifische Wärme 
des Eises zu ermitteln: 

a) Man giesst ein Kilogramm Wasser von 90® auf ein 
Kilogramm Eis von — 10° und erhält 2 Kilogramme Was- 
ser von 3°. 

b) Ein Stück Eis von — 10° , das 1 Kilogramm wiegt, 
werde in Wasser von 0° getaucht; dadurch steigt die Tem- 
peratur des Eises auf 0® und sein Gewicht ist um 12® ver- 
vermehrt. 

a) Zum Schmelzen von 1 Kilogramm Eis von 0° zu Wasser 
von 0° gehören 75° Wärme; es bleiben also von 90° noch 15, 
die die Erwärmung des Eises von — 10° auf 0® und der 2 Ki- 
logramme Wasser von 0° auf + 3° bewirkt haben. Zu dieser 
letzteren Erwärmung gehörten 6° Wärme, es haben also 9® 
Wärme des Wassers das Eis um 10° erwärmt, also da die Ge- 
wichte von Eis und Wasser gleich sind, beträgt die gesuchte spe- 
cifische Wärme des Eises , 9 0 . 

b) Dieselbe Wärme die dazu gehört, um Eis zu schmelzen, 
wird frei, wenn Wasser gefriert. Um 12® Eis zu bilden, werden 
also 12.75 Theile Wärme frei, von denen einer 1 Gramm Was- 
ser um 1° erwärmt. Dadurch wurden 100® Eis um 10° erwärmt. 

Für obige 12. 75 Wärmeeinheiten können wir 9. 100 setzen, und 
sagen, es würden 100® Wasser um 9° erwärmt worden sein. Da 
wieder 10° Eiswärme gleich 9° Wasserwärme äst, so ist die spe- 
cifische Wärme des Eises = 0,9, wie vorher. 

70. Ein Wasser-Calorim eter enthielt 580® Wasser, die Gefass- 
Wände und die Schlange, die von Kupfer waren, wogen 
429j,47, und man weiss, dass die specifische Wärme des 
Kupfers 0,095 ist. Man hat durch den Apparat lassen Luft 
von 96° streichen, deren Yolumen bei 0° und 76™ Druck 
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831,40 betragen hätte. Die Luft ist ans dem Calorimeter 
mit einer mittleren Temperatur von 1 1 0 ausgetreten, und das 
Wasser sammt den Gefasswänden um 4° erwärmt worden. 
Welches ist die specifische Wärme x der Luft? 

Nehmen wir wieder als Wärmeeinheit die Wärme an, die 1 
Gramme Wasser gebraucht, um 1° erwärmt zu werden, so be- 
trägt die Wärme, die die Luft abgegeben hat, indem sie sich um 
96° — ll ü = 85 d abgekühlt hat, 1,2995 . 83,40.85 .x, und die 
Wärme, welche der Apparat gewonnen hat, (580 -j- 429,47 . 0,095).4 ; 
daher haben wir 

_ ( 580 + 429,47 . 0,095) . 4 
X ~ 1,2905.83,40.85 

Nachdem wir 580 + 429,47 . 0,095 = 620,79965 gefunden ha- 
ben, ist die weitere logarithmische Rechnung 
* = A'l 2,7929514 
\ 0,6020600 
j— 0,1137763 
)— 1,9211661 
1,9294187 

1 0,4306501 — 1 = 0,26955 

71. Wenn man 1003 Schwefelätherdampf von 45°, 5 in 3875 g 
Aether von 7° strömen lässt (während die umgebende Luft 
die Temperatur 10° hat), so erhält man 39753 Aether von 
13°. Man weiss ferner, dass um 13 Aether um 1° zu er- 
wärmen, 0,52 Wärmeeinheiten erforderlich sind. (Eine 
Wärmeeinheit ist die Wärme, die 13 Wasser um l u erwärmt.) 
Aus diesen Angaben ist die Anzahl x der Wärmeeinheiten 
zu berechnen, die ls Aether bei seiner Verdunstung bindet. 

Es bindet der Aether bei seiner Verdunstung so viel Wärme, 
als er bei seiner Condensirung frei giebt. Diese freie Wärme 
der 100* Aethejrdampf haben 30753 Aether um 6° erwärmt, und 
Bich dabei um 32, °5 — 13° d. i. um 22, °5 abgekilhlt und so 3975a 
Aether 13° gebildet. Es ist also 

100 . x s= (3875 . 6 — 22,5 . 100) 0,52 

= (23250 — 2250) .0 ,52 = 2,1000 . 0,52 
= 10920; 
also x = 109,2. 

«/• 
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72. Ein Kilogramm Zinn von (° schmilzt in einem Eis-Calori- 
meter a Kilogramme Eis von 0°, darauf schmilzt dasselbe 
von l'° a' Kilogramme, und von i"° a‘‘ Kilogramme. Die 
Temperatur ( sei unter dem Schmeizpunct 0, die Tempera- 
turen l' und i" über demselben. Man nimmt die specifische 
Wärme fiir den festen Zustand des Zinns als constant an, 
wie auch die für den flüssigen Zustand desselben. Welches 
ist die Zahl x der Kilogramme Eis, die die zum Schmelzen 
des Kilogramms Zinn erforderliche Wärme schmelzen würde? 


Bezeichnen wir die specifische Wärme für den festen Zustand 
durch s und für den flüssigen durch Ein Kilogramm Wasser 
schmilzt, wenn es sich 75° abkühlt, 1 Kilogramme Eis, kühlt es 

sich l° ab, so schmilzt es -^Kilogramme; setzen wir statt Wasser 

Zinn mit der specifischen Wärme s, so schmilzt qs ^ Kilo- 
gramme. Dies ist also = a. Bei der Abkühlung von der Tem- 
peratur i‘ aus bis 0° haben wir drei Momente zu unterscheiden» 
die Abkühlung von {' bis 0, dann das Erstarren, und zuletzt die 
Abkühlung von 0 bis 0° ; ira ersten haben wir die specifische 
Wärme im letzten s in Rechnung zu bringen; im zweiten Sta- 
dium schmilzt das Zinn die gesuchte Anzahl * Kilogramme Eis. 

Wir erhalten also die Summe 

( l'—O) *' 0 *. 

75 + X + 75 ’ 

dieselbe ist = a'. Für a“ ist die Betrachtung dieselbe und wir 
erhalten die drei Gleichungen 



a s= 


Q)s‘ 


75 
75 


* + 


+ * + 


0 « 

75 

0 * 

75’ 


aus welchen x folgendermassen bestimmt werden kann. Aus der 
ersten Gleichung folgt — 
beiden andern ein, so ist 


ersten Gleichung folgt — = setzen wir diesen Werth in die 
70 t 
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75 


multipliciren wir die erste jetzt mit l" — 0, die letztere mit 
l‘ — 0, und subtrahiren wfir, so ist 

a‘ (l" — ©)— a" ((' — ©) = (<" — 0) (•*■+ ) 

-(!»-©) (a + ^j 

- 0 (* + ~) 

. a© o'(l"—0)—a" (<'—©) , 

woraus x-\ = 7. und 

1 t t" — f! 

a' ( t 1 ' — ©) — a‘‘ (t' — 0) «0 


x = 


— t 


Dieser Ausdruck lässt sich auch schreiben: 

(a" — «') ((' — 0) 


x — a' 


00 

t 


Es lassen sich hiernach leicht auch s und s' berechnen. 


73. Ein erhitzter Eisenring ist in Wasser von 0°, in einem 
Kupfergefäss von 0° enthalten, eingetaucht worden, und es hat 
sich die Temperatur des Systems auf 0° festgestellt. Man 
kennt das Gewicht des Eisens m, seine specifische Wärme 
c, das Gewicht des Wassers p, den Verlust desselben durch die 
beim Eintauchen stattfindende Verdampfung p', das Gewicht 
des Kupfers m' und seine specifische Wärme c'. Man soll 
die Anfangs-Temperatur t des eingetauchten Eisens berechnen. 

Z. B. 0=20°; m — 2000»; c = 0,13; p=6430»,7; m'= 

GOO 9 ; c' = 0,095 ; p' = 0,^4 ; 1 = 536, welches 1 die Wärme- 
einheiten bezeichnet, die l 9 Wasser bei der Verdunstung 
bindet. 

Es ist ( — 0 die Anzahl Grade , die sich das Eisen abgekühlt 
hat, um die Erwärmung des Wassers und Kupfers auf 0° und 
die Verdunstung von p' 9 Wasser zu bewirken. Die Wärmeeinheiten, 
die es dabei abgegeben hat, sind daher (1 — &).mc. Die Wärme- 
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einheiten, die das Wasser zugenommen hat, welches zurückgeblie- 
ben, nachdem p verdunstet ist, sind ( p — p')0 , die, welche das 
Kupfer zugenommen, sind mV. 0 und die, welche zur Verdun- 
stung von p' 9 Wasser gehörten, sind ausser p'l auch noch p'.lOO, 
indem das Wasser, ehe es verdunsten konnte, sich von 0° auf 
100° erwärmen musste. Daher erhalten wir die Gleichung: 
mc. (I — 0). = (p — p' + mV) © — J— p' (Z — f— 100), woraus 
| = 0 , (p— p'-j-wV) @+p'(l + 100) 
mc 


Das Zahlenbeispiel ergiebt: 


1 = 20-f 
= 20 + 
= 20 + 


(6430,34-600.0,095)20 + 0,4.635 
2000.0,13 
(6430,3 + 57)204-254 


260 

129746-f254 _ 
260 “ 


20 + ^= 20+500 


= 520. 


Wollen wir p' = 0, ff 4 unberücksichtigt lassen, so wird der Zähler 
des zweiten Summanden von ( um — p'0-{-p' (l-j-100) — 8 + 

246 

254 = 246 kleiner, also l um = 0,95 kleiner, sodass wir 

JbU 

( = 519,05 erhalten. 


Fünftes K apitel. 

Probleme aus der Optik. 

74. Ein leuchtender Punct befinde sich im Brennpunct eines 
vollkommen spiegelnden Umdrehungs-Paraboloids, dessen Pa- 
rameter 2 p bekannt ist. Die Tiefe des Segments sei a. 

Man sucht das Verliältniss x der Lichtmenge, die reflectirt 
wird, zu der, welche das Licht ausstrahlt. (Fig. 35.) 

Denken wir uns um den leuchtenden Punct eine Kugelfläche 
gelegt, so wird eine Calotte derselben von den nach dem Spiegel 
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gehenden Strahlen getroffen, und x ist das Verhältniss des Flä- 
cheninhalts der Kugelcalotte zur ganzen Kugelfläche. 

Die das Umdreliungs-Paraboloid erzeugende Parabel hat die 
Scheitelgleichung y- — 2px , der F ocus die Entfernung 4 p vom 
Scheitel. Ist zunächst a<4p> so denken wir uns vom Focus F 
nach dem Rand des Spiegels B eine Linie, die der Radius un- 
serer Kugel sein soll. BD sfeho senkrecht auf AF. Dann ist die 

, BF — DF 

Tiefe der Kugelcalotte BF — DF,' und x — — — — — . 

2 lit 

Es ist nun BF 1 = BD- + DF 2 

BD 2 = 2 p.a, nach der Gleichung der P.arabal 
DF — \p — a , also 

BF 2 = 2p. a-|-(4p — a) 2 —(^P + a) 2 
BF — ^p-j-a, also 

BF — Z)jF=(ip+a) — (4p — a) = 2a; also 
2a 

X p + 2a‘ 

Ist a 4 p , so ist die Tiefe der Kugelcalotte BF -j- DF, 
DF=a — |p ; BF+DF daher wiederum = 2a, und die Formel 
für x dieselbe. 

Es werden diese Spiegel unter sonst gleichen Umständen also 
um so mehr Licht reflectiren, je kleiner der Parameter, oder je 
kleiner die Focaldistanz ist. 

75. Welchen Fehler macht man, wenn man die Mitte des Ra- 
dius eines sphärischen Spiegels für seinen Focus annimmt? 

(Fig. 36.) 

Ist B ein Punct des sphärischen Spiegels, dessen optischer Mit- 
telpuact A , dessen geometrischer Mittelpunct C ist, so wird der 
in B mit der Axe AC parallel einfallende Strahl XB so zurück- 
geworfen, dass XBC — CBD oder dass BCD = CBD ist. Es 6ei 
nun E die Mitte des Radius BC, so erhalten wir ü, indem wir in 
E ein Perpendikel ED errichten. Schlagen wir mit EC einen 
Kreisbogen, so trifft derselbe die Axe AC in der Mitte F. ED 
ist fiir den Bogen EF die Tangente. Nehmen wir also F für den 
Brennpunct, so lassen wir den Durchschnitt in AC durch den Bo- 
gen, statt durch die Tangente geschehen. 
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76. Zwei sphärische Spiegel M und M‘, der eine ein concaver 
der andere ein convexer, deren Krümmnngsradien 2 f und 2 f‘ 
sind, sind so aufgestellt, dass ihre horizontal gerichteten Axen 
zusammenfallen, und dass ihre spiegelnden Flächen sich zu- 
gekehrt sind. Es betrage d die Länge der Linie, die ihre 
optischen Mittelpuncte verbindet. In welchem Puncte dieser 
Linie muss man eine leuchtende verticale Linie aufstellen, 
damit die Höhenausdehnungen der Bilder der beiden Spiegel 
M und M‘ sich wie m :m‘ verhalten? 


Nennen wir die Entfernungen des zu suchenden Punctes von 
den optischen Mittelpuncten x und y. so ist x + y = d. Ist nun 
ß die Grösse des Bildes einer Linie b, und a die Entfernung der 
Linie vom geometrischen' Mittelpunct, so ist für den concaven 
Spiegel 


ß = 


f+a 


Für den convexen Spiegel ist 

ß' = 


1 ' 


. b. 


Es ist nun x=2 f+a, und y — a 1 — 2[‘\ also f-\~a=zx — f und 
a' — + ferner ist gemäss der Aufgabe ß‘ = ^ ß. Hier- 

771 


nach haben wir die Gleichungen 
f TU ft 

— — = — . — und i + d, woraus sich x und y leicht 

x — f m‘ y + ß 

bestimmen lassen, nämlich 

mW (*-/■) 

m‘f(d — x +l')=mf , (x — f) 
ff' ( m + m‘) = (mf‘ + m'f) x 
_ dm l f-\-lß(m-\r in') 

X m f-im'l 

und y—^- f, m —, indem wir den Werth für x von d 

mf + m'f 

abziehen. 


77. Zwei Puncte L und 0, die sich in der Luft befinden, sind 
der Lage nach gegeben. Welchen Weg wird ein Lichtstrahl 
nehmen, um von L nach 0 zu gelangen, wenn er durch eine 
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Glasscheibe mit parallelen ebenen Flächen hindurchgehen 
muss? (Fig. 37.) 

Man kennt den Brechungs-Index l für Glas, die Dicke 
der Scheibe e, die Distanz a des Punctes L von der Einfälls- 
ebene, die Distanz 6 des Punctes 0 von der Austrittsebene 
und die Distanz e der beiden Projectionen von I und 0 auf 
die Glasscheibe. 


Es hat der Theil LM der gebrochenen Linie LO von L bis zum 
Einfallspunct auf die Glasscheibe, mit dem Theil NO vom Aus- 
trittspunct bis 0 parallele Richtung. Die ganze Linie LMNO liegt 
in einer auf die Flächen der Glasscheibe senkrechten Ebene. 


Ist nun die Entfernung des Punctes M von der Projection a 
durch x und die des Punctes N von der Projection b durch y be- 
zeichnet, ferner die Projection des Punctes M auf die Austritts- 
fläche durch MP, so haben wir folgende Beziehungen. 

Wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke (a,x, LM) und (b, y, OA’) 

ist y — — x. Also ist NP— c — x — — x. Der Sinus des Ein- 

a a 


. X ® 

fallswinkeis ist ' 


LM yjat+x*' 


NP 

Der Sinus des Winkels NMP ist — = 

A M 


c — X X • 

a 


y/" e*-f-(c — x “■*)*• 

Da nun der Brechungs - Index l heisst, so ist 


x 


^a 2 + x 2 


= l . 


C — X X 

a 


/ b 2 

e 2 + (c — x x) 

« 


oder 




ac — (a + 6)‘a? 
^a 2 e 2 + [ac — (a+6)x] 2 ’ 


yja 1 +x* 

welche Gleichung jedoch nach x vom vierten Grade ist. 


78. Von einem Puncte I in der Luft gehen leuchtende Strah- 
len durch ein Glas mit parallelen ebenen Flächen und tre- 
ten wieder in die Luft. Die Curve ist zu bestimmen, die 

- ' -to 

Bary , neue phys. Probleme, 
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dadurch bestimmt wird, dass sich je zwei benachbarte aus- 
tretende Strahlen rückwärts verlängert schneiden. 

Man kennt den Brechungs-Index l für das Glas, die Dicke 
des Glases e, und die Entfernung a des Punctes L von der 
Einfallsebene. (Fig. 38.) 


Es gehe von L aus ein Strahl, dessen Länge p sei; der Ein- 
fallspunct in die Glasscheibe sei F; derselbe Strahl habe im Glase 
die Richtung FE, und trete in £ ‘wieder in die Luft, DerPunct 
F habe von a die Entfernung x, und derPunct £ habe von der- 
selben Linie die Entfernung y. Es wachse mm x um dx, so 
wächst p um dp, y um dy, und es schneidet dieser benachbarte 
Strahl, der bei dem y-\-dy zugehörigen Puncte austritt, bei seiner 
Rückwärts- Verlängerung den bei £ ausgetretenen rückwärtsver- 
längerten Strahl in einem Puncte £,, der ein Punct der verlang- 
ten Curve ist. ££, werde durch p, bezeichnet. 


Da die austretenden Strahlen den eintretenden parallel sind, 
so ist das Dreieck, das L zur Spitze und p und dx zu Seiten 
hat, dem Dreieck ähnlich, dass L t zur Spitze und p t und dy zu 
Seiten hat; also ist 


V, 

V 


dl, 
dx ’ 


also p'= 



Denken wir uns nun noch durch F mit a eine Parallele gezogen, 
und den Winkel, den p mit derselben einschliesst, durch a und 
den, welchen £F mit ihr einschliesst, durch ß bezeichnet, so ist 
nach dem Brechungsgesetz 

/ . sin ß = sin a, 

und wie sich leicht aus der Figur ergiebt 
y ss x + e . tg ß ; ferner 


sin a = —,p= V 
P 

Aus diesen Gleichungen soll p, durch e, p, a und l bestimmt wer- 
den. 


dy — dx + e. 


dß 

cos ß i 


Da sin /? = —.sin a, also = ist, so ist 

l lp 

r • iy ! 
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Da sin ß =t — ist, so ist /?= Arcsin — , also 




<*/? = 


x 

d --r 

tp 


yf'-(r,r 


pdx — xdp 


pdx — xdp 


VHSt p "" v -” 

Da p=^a 2 -\-x* ist, so ist dp = 


xdx 

P 


also 


pdx- 


ix 


^ P — ’a; 2 


(p 2 — jr 2 ) dx 


a 2 dx 


pP^ßp 2 — ** P 2 J l 1 p 2 — * 
da p 1 — jr 2 = a 2 ist. Folglich ist 

a 2 i 2 <ta , . „ , 

fcl K hch 

e.a* 1* 


cosß 2 

dx 

dy 


= 1 + “ nd 


P, = P + 


ea*i 2 .p 

(l 2 p* _ »*)* 


und wenn wir noch x 2 — p 2 — a 2 setzen, so ist endlich 

, ea 2 / 2 p 

p ' - p + [(/ 2 — l)p 2 +a 2 ] *‘ 

Besonders bemerkenswerth ist der Punct der Curve, der in 
der Senkrechten a liegt. Setzen wir p=a, so ist 

>>,=«+ ‘ T 

Der Punct liegt also der Einfallsebene näher, als L, und zwar 

um e J— \ indem L von der Austrittsebene die Entfernung 

o-f-e hat. In diesem Puncte würde der leuchtende Punct L ei- 
nem Auge erscheinen, das L durch die Glasscheibe in einer auf 
derselben verticalen Richtung betrachtete. 

79. Es ist das Bild £, eines leuchtenden Punctes L zu bestim- 
men, das dadurch hervorgebracht wird, dass die von L aus- 

12 * 
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gehenden Strahlen in einer Glasscheibe mit parallelen ebenen 
Flächen gebrochen, auf der Hinterfläche sodann reflectirt wer- 
den und nochmals gebrochen aus der Vorderfläche austreten 
und zwar für ein Auge, das sich in der Nähe des von L auf 
die Scheibe gefällten Perpendikels befindet. 

Man kennt die Distanz a des Punctes L von der Vorder- 
fläche der Glasscheibe, die Dicke e derselben und den Bre- 
chungsindex l des Glases. (Fig. 39 und 40.) 


Denken wir uns die Glasscheibe nach hinten zu verdoppelt 
und in der Verlängerung des von L gefällten Perpendikels hinter 
dieser neuen Hinterfläche in der Entfernung a von derselben ei- 
nen Punct u4 . , so wird jeder von der ursprünglichen Hinterwand 
reflectirte Strahl eine Richtung haben, als. käme er von yL und 
wäre er an der neuen Hinterwand gebrochen. Wenden wir nun 
die Formel der vorhergehenden Nr. auf diesen Fall an, so erhal- 
ten wir einen Vereinigungspunct der aus der ursprünglichen Vor- 
derwand (4 der Figur) austreten, den rückwärts verlängerten 


2e 

Strahlen in der Entfernung a -f- — hinter der Vorderwand A , in 

der Richtung des verlängerten von L gefällten Perpendikels. Dies 
ist der Punct, von welchem für ein in der Nähe des Perpendi- 
kels befindliches Auge die Strahlen auszugehen scheinen werden. 

2e 

Nennen wir ihn R, so ist PR — a- j — . 

I 


Der Punct R giebt die Lage des Spiegelbelagsbildes eines 
gemeinen Spiegels an. Dasselbe liegt also nicht genau in dersel- 
ben Entfernung hinter dem Spiegel, als der leuchtende Pnnct vor 
demselben. 


Anmerkung 1. Ausser dem Bilde R entstehen noch un-r 
endlich viele Bilder des leuchtenden Punctes L, indem die Strah- 
len erst noch an der Vorder - und Hinterfläche einmal, zweimal, 
etc. Reflexionen erleiden können und alsdann an der Fläche A 
austreten. Doch werden diese Bilder immer matter; schon das 
erste derselben ist sehr matt. Die Lage dieser Bilder kann durch 
eine ähnliche Betrachtung, wie die so eben angestellte, ermittelt 
werden. Nimmt man z. B. noch zwei Paar Reflexionen an , so 
hat der Strahl , der vom austreten will , eine Lage , als wäre er 
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durch eine Glasschicht 6« von einem Puncte A gekommen , der 
hinter dieser Glasschicht die Entfernung AP a — a hat. Es ha- 
ben die Bilder R l} R x , R a . . die Entfernungen PR, =a + -j- 
4e Ge 

PRj = a + — , PR t =a -f- — , u. s. w. 


Anmerkung 2. Für ein Auge, das den leuchtenden Punct 
durch eine Glasscheibe betrachtet, giebt es noch ausser dem in 
Nr. 5 bestimmten Bilde unendlich viele mattere, von denen aber 
auch schon das nächste schwer zu sehen ist. Dieselben entstehen 
durch Refraction an der Vorderfläche durch 1 , 2 . . . malige Re- 
flexionen an Hinter- und Vorderfläche und Refraction an der Hin- 
terfläche, aus der sie alsdann austreten. Durch eine ganz ähn- 
liche Betrachtung als die vorstehende erhalten wir als Entfernun- 

ß 

gen der Bilder von der Hinterfläche ausser a + -- der vorigen 

w t. . 3« ■ 5e 

Nr. noch a+— , a- J-- , u. s. w. 


80. Man hat einen Concav-Spiegel , dessen hintere sphärische 
Fläche belegt und dessen vordere unbelegte Fläche eben ist. 
Es soll die Lage des Bildes L‘ eines in der Axe des Spie- 
gels liegenden leuchtenden Punctes L bestimmt werden, da 8 
durch zwei Refractionen und eine Reflexion von der Bele- 
gung entsteht. Man kennt den Brechungsindex l des Glases, 
den Radius r der Kugel, aus der die Hinterfläche ein Segment 
ist, die Dicke e des Segments, und die Entfernung a des 
Punctes L von der Vorderfläche. (Fig, 41 und 42.) 

Die Lage des Bildes wird durch Solche von L ausgehende 
Strahlen bestimmt, die mit der Axe sehr kleine Winkel machen. 
Für solche Strahlen lässt sich der Satz hinstellen : „Es haben die 
von L auf den Spiegel fallenden Strahlen im Glase des Spiegels 
die Richtung, als ob sie von einem Puncte herkämen, der statt a 
die Entfernung Ixa vom Spiegel hat.“ Denn der Einfallswinkel 
des Strahles LB ist derselbe, als der Winkel BLA und der zuge- 
hörige Winkel im Glase nach der Brechung an der Vorderfläche 

ist derselbe als Winkel BDA, Da nun 1 ° f = l ist, so ist 

buiBDA 
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auch ■— = l. Wenn wir nun für — setzen — , so folgt, dass 
BL BL DL' b ’ 

AD — lX AL ißt. Der Strahl BC wird alsdann dem Eeflexions- 
gesetze gemäss von der Hinterfläche zurückgeworfen, sodann an 
der Vorderfläche gebrochen, und trifft die Axe in der zu suchen- 
den Entfernung x von der Vorderfläche. Denken wir uns den 
reflectirenden Strahl ohne Brechung verlängert, so trifft er dem 
obigen Satze gemäss die Axe in der Entfernung l X x. 


Gehen wir nun von der für Hohlspiegel (ohne Brechung) 
stattfindenden Gleichung zwischen MG , MG t und r aus, wo M 
der geometrische Mittelpunct der Spiegelfläche mit dem Radius 
r, G der leuchtende Punct in der Axe, und G t sein Bild in der 
Axe bedeutet: 


M ' r+2 MG 

MG ist = la -f- e — r , denn GA ist la \ 

MG, ist — r — Ix — e\ denn G,A ist Ix. Setzen wir diese Werthe 
in die Reflexionsformel ein, so ist 

, la 4- « — r) r 

r S e ~ r + 2 (la + e— - r) 

_ (la + t — r)r 
2 (fa -f r) — r 1 


woraus 


Ix . [2 (la -f- 0 — r]xs (r — e) [2(1 -f- e) — r] — (la -f- e — r)r 
= r(/a-}-f) — e[2(/a -}- e ) — r] 

— la(r — 2«)-j-2e(r — e), also 
_l a(r — 2e) + 2e(r— e) 
l[2(la + «) — *] 

Anmerkung 1. Es ist die Betrachtung zunächst so ge- 
führt, dass der Punct L eine grössere Entfernung vom Spiegel 
hat, als der geometrische Mittelpunct. Die Formeln behalten aber 
dieselbe Form für den Fall, dass die Entfernung kleiner ist, wenn 
man nur Linien in entgegengesetzter Richtung als negative in 
Rechnung bringt und auch umgekehrt die negativ erhaltenen Li- 
nien in entgegengesetzter Richtung gehend sich vorstellt. 

Anmerkung 2. Es kann x negativ und absolutes wer- 
den, namentlich, wenn r — 2e negativ, d. h. das Kugelsegment 
von grösserer Dicke als der halbe Radius ist. Es ist dies als- 
dann ein Zeichen, dass der Punct L, nicht mehr vor die Vorder- 
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fläche fällt. Dann hat aber G, dieselbe Bedeutung als £,„ und 
wir müssen G,A durch x, und nicht durch Ix ausdrücken. Die 
absolute Entfernung des Punctes L , von der Vorderfläche y ist 
alsdann 


la (r — 2e) -f- 2e(r — e) 
2 (la -|- *) — r 


Anmerkung 3. Nehmen wir r =■ CO an, so geht de r 
sphärische Spiegel in einen ebenen über. Unsere Formel ergiebt 
dafür 


x = — a — 


2e 


d. h. das Bild liegt in der Entfernung a -j- y hinter der Vorder- 
fläche, ein Resultat, das mit dem in Nr. 6 übereinstimmt. 
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Verzeichnis* der Druckfehler. 

Seite I Zeile 2 v. u. statt graducirle lies graduirte. 

„ 5 „ 22 st. Hälsen L Hälse. 

12 sl. dessen L deren. 


lfl 

31 

32 

33 


13 

11 

12 

31 

23 

82 


83 

81 

82 

91 

95 

100 

]05 

lOd 

107 

108 


4 v. u statt li — lies h — -—. 

3 •* 

15 st. Ablheilung L Ableitung. 

3 st. 00 — 1“ L a° — 1. 

4 st. K L k. 


5 st. o.-l l a 


1 . 


12 I. J: 



05 st. I ist— 2 sin * 8 I, ist — 21 sin * ©■ 

F , F 

15 SU 41» sin >© ‘ 41* sin 

16 vor cosi setze das Zeichen — . 

B st. den L der. 

22 st. Radiussector L Radiusvector. 

2 st. i L t. _ 

r _(Vo 6 ' — Vto ') 1 

b' — b 

25 L 1 ' = Tm 1 ~ 9 . 

3 Lr(m‘“ e -ra _ 
st. V. L r. 

15 streiche: den Fall. 

17 st. eine L ein. 

3 st. zi L n‘. 

5 L 7i':zr = lSjS-lg«- 

13 st. gefull L gefall. 

22 hinter h.x setze der. 

28 st. p' sin© L p'sin ©'. 

12 sl. Basis 1. Axe. _ 

lfl st, V “ 1 + tg ftl L V a* — t » tg Q». 

L w 

3 v. u. st, DifJerenzquotienten L Differenlialquotienlen. 

2 st. cos (?> — ©) 2 lies cos (<p — ©U 

3 v. li. sl. Ebene L Ebenen. 

8 st. in L statt. 

3 v. u. nach Nebenwinkels setze von. 

7 hinter d — setze +. 

13 lies V‘= 0— »V+»*»»- 

23 lies ^ ä. r. 

23 statt 1 ' also l — l + h lies also = l — I' + ft. 

3 von unten lies 

25 22 und 28 lies in den Zählern a (f — f‘) + xf‘- 
„ m . m' 

3 l-es= ? .-, 

5 von unten, nach Aether setze von. 




l* — D * lg ö . 
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